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УДК 834 

f(G) ГРАВИТАЦИЯСЫНДАҒЫ ДИНАМИКАЛЫҚ ЖҮЙЕЛЕР ӘДІСІ 

 

Арғынбай Бейбіт Жүзжасарұлы 

argynbay.beibit@gmail.com 
Л.Н. Гумилев ат. ЕҰУ, Жалпы және теориялық физика кафедрасы,  

7М05304-Физика мамандығының 2 курс магистранты, 

Астана, Қазақстан. 

Ғылыми жетекшісі – П.Ю. Цыба 

 

 

Модификацияланған Гаусс-Бонне гравитациясы немесе f(G)-гравитация космологияны 

зерттеудегі ең қызықты әрі жаңа теория болып есептеледі [1]. Қарастырылып отырған 

модельдің әсері келесідей берілсін делік   

 

𝑆 = ∫𝑑4 𝑥√−𝑔 (
𝑅

2
) + (

𝑓

2
) −

𝑓′

2
(𝐺 − 24

𝑎̇2𝑎̈

𝑎3
), (1) 

 

мұндағы R – скаляр қисығы және G – Гаусс-Бонне инварианты, ол мынадай мәнге ие  

 

𝐺 = 24
𝑎̇2𝑎̈

𝑎3
= 24𝐻2𝐻̇ + 24𝐻4. 

 

Фридман-Робертсон-Уокер (ФРУ) метрикасы келесідей  

  
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 −∑𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥

𝑖, (2) 

 

мұндағы a(t) масштаб фактор деген атпен белгілі өлшемі жоқ функция. 

 

Қысым мен тығыздықты сипаттайтын теңдеулер келесідей 

  
2𝐻̇ + 3𝐻2 = −𝑝,  (3) 

3𝐻2 = 𝜌. (4) 

 

Энергияның сақталу теңдеуі [2 ] 

  
𝜌̇ + 3𝐻(𝜌 + 𝑝) = 0, (5) 

  

мұндағы 

  

𝑝 = −
𝑓

2
+
𝑓′

2
𝐺 + 24

𝑓′′′

2
𝐺̇𝐻2 + 24

𝑓′′

2
𝐺̈𝐻2 + 12𝑓′′𝐺̇𝐻𝐻̇ + 12𝑓′′𝐺̇𝐻2, (6) 

𝜌 = 72
𝑓′′

2
𝐺̇
𝑎̇3

𝑎3
+
𝑓

2
−
𝑓′

2
𝐺. (7) 

 

Фридманның қазіргі уақыт сәтіндегі бірінші теңдеуі мына түрде жазылады 

 

𝐻2 = 4𝑓′′𝐺̇𝐻3 +
𝑓

6
−
𝑓′

6
                                                       (8) 

 

Әрі қарай, біз жалпы әдісті, әдебиетте зерттелген нақты өміршең модельдерге 

қолданамыз. Көріп отырғанымыздай, біз динамикалық жүйелердің стандартты әдістерін 

қолдана отырып, әдебиетте алынған нәтижелерді шығара аламыз, сонымен қатар олардың 
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айырмашылықтары мен ұқсастықтарына назар аудара отырып, Ғаламның глобальді 

характеристикасы туралы қосымша ақпарат бере аламыз [3]. Атап айтқанда, келесі бөлімде 

f(G) экспоненциал моделін бөлек қарастырып көреміз. 

f(G) моделі мына күйде берілсін 

 𝑓(𝐺) = 𝐺 + 𝛼𝐺0 (1 − 𝑒
−𝑝√𝐺 𝐺0

⁄
) (9) 

 

(9) теңдеуді Фридманның қазіргі уақыт сәтіндегі бірінші теңдеуіне (8) қоя отырып,   

мен b  арасындағы арақатынасты таба аламыз 

 

𝐻2 =

(

 −
𝛼𝑝√𝐺0

𝐺√𝐺
𝑒−𝑝√𝐺/𝐺0 −

2𝛼𝑝

𝐺0√
𝐺
𝐺0

𝑒−𝑝√𝐺/𝐺0

)

 𝐺̇𝐻3 + 

+
1

6
(𝐺 + 𝛼𝐺0 (1 − 𝑒

−𝑝√𝐺 𝐺0
⁄
)) −

𝐺

6
(1 +

𝛼𝑝

2√
𝐺

𝐺0

𝑒−𝑝√𝐺/𝐺0)                         (10) 

 

6𝐻2 = 𝛼𝑒−𝑝√𝐺/𝐺0 [(−
6𝑝√𝐺0

𝐺√𝐺
−

12𝑝

𝐺0√
𝐺

𝐺0

) 𝐺̇𝐻3 − 𝐺0 −
𝑝

2√
𝐺

𝐺0

] + 𝛼𝐺0                    (11) 

 

𝛼 =
6𝐻2

𝑒−𝑝√𝐺/𝐺0[(−
6𝑝√𝐺0

𝐺√𝐺
−

12𝑝

𝐺0√
𝐺
𝐺0

)𝐺̇𝐻3−𝐺0−
𝑝

2√
𝐺
𝐺0

]+𝐺0

       (12) 

 

Көріп отырғанымыздай мұнда   және b  болып табылатын екі модель параметрі бар 

(біріншісі   ( )12 −b
length  өлшемімен сипатталса, екіншісі өлшемсіз). 

Енді жоғарыда сипатталған динамикалық жүйе әдісінің жалпы f(G)-космология 

жағдайына қолданылуына тоқталайық. Жоғарыда айтқанымыздай, зат пен қысымның 

энергетикалық тығыздығын H  функциясы арқылы өрнектей аламыз, яғни (5) және (8) 

арқылы біз мынадай формуланы жаза аламыз [4 ] 

 

 𝐻̇ = 3(1 + 𝜔) [
𝑓̃(𝐻)−𝐻𝑓̃𝐻

𝑓̃𝐻𝐻
] = 𝐹̃(𝐻) (13) 

 

Бұл 𝑝 = 𝜔𝜌 сипаттамасы бар жалпы баротропты сұйықтық затының теңдеуі. Мұндағы 

𝑓𝐻 =
𝜕𝑓̃

𝜕𝐻
   және 𝑓𝐻𝐻 =

𝜕2𝑓̃

𝜕𝐻2
. 

(13) теңдеу жалпы f(G) космологиядағы бір өлшемді автономды жүйенің негізгі 

теңдеуі болып табылады. Бәрінен бұрын, бұл теңдеу тұрақты нүктелердің барлығы мен аяқ 

астынан ерекшеліктердің болу-болмауын анықтайды. 

Біздің модель үшін бұл теңдеудің элементтері мынадай түрде беріледі 

  
𝐺 = 24𝐻2𝐻̇ + 24𝐻4; 

 

𝐺0 = 24𝐻0
2𝐻̇0 + 24𝐻0

4; 
 



71 

 

𝑓(𝐺) = 𝐺 + 𝛼𝐺0 (1 − 𝑒
−𝑝√𝐺 𝐺0

⁄
) ;

 

𝑓𝐺 = 1 − 𝛼𝐺0𝑒
−𝑝√𝐺/𝐺0

1

𝐺0

1

2√
𝐺
𝐺0

(−𝑝) = 1 +
𝛼𝑝

2√
𝐺
𝐺0

𝑒−𝑝√𝐺/𝐺0; 

 

𝑓𝐺𝐺 = −
𝛼𝑝√𝐺0

4𝐺√𝐺
𝑒−𝑝√𝐺/𝐺0 −

𝛼𝑝

2𝐺0√
𝐺
𝐺0

𝑒−𝑝√𝐺/𝐺0; 

 

Бұл элементтерді (13) теңдеуге апарып қойғаннан алатын нәтижеміз 

 

𝐻 =̇ 3(1 + 𝜔)

[
 
 
 
 24𝐻4+24𝛼𝐻0

4(1−𝑒
−𝑝√24𝐻4/24𝐻0

4

)

288𝐻2+24𝛼𝐻0
4(1−288𝐻3𝑒

−𝑝√24𝐻4/24𝐻0
4

+(96𝐻3)2𝑒
−𝑝√24𝐻4/24𝐻0

4

)

−

−

96𝐻4+24𝛼𝐻𝐻0
4(1−96𝐻3𝑒

−𝑝√24𝐻4/24𝐻0
4

)

288𝐻2+24𝛼𝐻0
4(1−288𝐻3𝑒

−𝑝√24𝐻4/24𝐻0
4

+(96𝐻3)2𝑒
−𝑝√24𝐻4/24𝐻0

4

)

]
 
 
 
 

.    (14) 

 

Бізді қараңғы энергия дәуірі қызықтыратындықтан, біз шаң материясына назар 

аударамыз және біз ω = 0 қолданамыз және b параметрінің үш нұсқасы үшін  f(G) қуат 

моделінің фазалық кеңістігінің портреттерін ұсынамыз. 𝐻̇ = 0 деп алу арқылы H > 0 

жартылай жазықтығында біз бекітілген нүктелерді анықтаймыз. 

 

𝐻̇ = 3(1 + 𝜔)

[
 
 
 
 24𝛼𝐻0

4(1−𝑒
−𝑝√𝐻4/𝐻0

4

)

288𝐻2+24𝛼𝐻0
4(1−288𝐻3𝑒

−𝑝√𝐻4/𝐻0
4

+(96𝐻3)2𝑒
−𝑝√𝐻4/𝐻0

4

)

−

−

72𝐻4+24𝛼𝐻𝐻0
4(1−96𝐻3𝑒

−𝑝√𝐻4/𝐻0
4

)

288𝐻2+24𝛼𝐻0
4(1−288𝐻3𝑒

−𝑝√𝐻4/𝐻0
4

+(96𝐻3)2𝑒
−𝑝√𝐻4/𝐻0

4

)

]
 
 
 
 

.                            (15) 

 

Бұл қатынас экспоненциал моделдің фазалық кеңістік портреттерін салу үшін қажетті 

теңдеуді береді. 

Бұл зерттеуді Қазақстан Республикасы Білім және ғылым министрлігінің Ғылым 

комитеті қаржыландырады (Грант №. AP14869238). 
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Біздің ғаламның жеделдетілген ұлғаюынің ашылуы-біздің дәуіріміздегі ең үлкен 

оқиғалардың бірі [1-4]. Хаббл шиеленісінің ұсынылған шешімдерінің бірі - тұтқыр қара 

сұйықтық модельдерін пайдалану болып табылады.Жұмыста логотропты қараңғы энергия 

моделінің белгілерін  қолдана отырып күнгірт энергияны дәрежелік заңы бар логарифмдік 

түзетілген сұйықтық тұрғысынан зерттеліп жатқан күй теңдеуі қарастырылды. 

Ғаламды кеңістіктік жазық, біртекті және изотропты деп есептейміз және көлемдік 

тұтқырлық бар деп есептейміз. Логарифмдік түзетілген дәрежелік сұйықтығы үшін біздің 

кеңейтілген күй теңдеуіміз келесі форманы алады [5]. 

 ).,(3ln=
**

tHHAp

l









−
















−

  (1) 

Бұл жалпыланған күй теңдеуінің ерекше жағдайы болып табылады. 

Фондық теңдеулер келесідей болып келеді: 

 

 ,=)(3 QpH −++    (2) 

 

 ,=)(3 111 QpH  ++  (3) 

 

 ).(
2

= 11

2

 +++− pp
k

H   (4) 

 

Біз келесідей ФРУ метриканы қарастырамыз және осы метрика үшін Хаббл параметрін 

қарастырдық. Дәл космологиялық бақылаулар  /=
1

r -ның бірлік реті бар екенін көрсетеді 

[6-7]. Тығыздық коэффициентін тұрақты деп есептейміз. Әрі қарай біз өзара әрекеттесудің 

әртүрлі түрлерімен космологиялық модельдерді зерттейміз. Келесідей байланысты 

қарастырайық: 

 

 𝑄 = 3𝜆𝐻(𝜌 − 𝜌1) + 𝜇(𝜌̇ − 𝜌1̇) (5) 

 

Біз Хаббл параметріне пропорционалды тұтқырлықты таңдаймыз. Жоғарыдағы теңдеулерді 

(1-5) ескере отырып келесі теңдеуге келеміз: 

 

(1 + 𝜇(1 − 𝑟))𝜌̇ + 3𝐻 [𝐴 (
𝜌

𝜌∗
)
−𝑙

ln (
𝜌

𝜌∗
) + (1 − (1 + 𝑟)(𝜆 − 3𝜏𝑘2))𝜌] = 0,          (6) 
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