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УДК 517.5 

КӨПАЙНЫМАЛЫ ЖАҒДАЙДАҒЫ ХАРДИ ТҮРЛЕНДІРУІ 

 

Әлікәрімова Жанерке Тілеубекқызы 

zhanerkealikarimova@mail.ru 

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ алгебра және геометрия кафедрасының,  

механика-математика факультетінің  2-курс магистранты. 

 Қазақстан, Астана қаласы. 

Ғылыми жетекшісі – Н.Т.Тлеуханова 

 

 Хардидің белгілі классикалық нәтижелерін көpсетейік.[1] 

ƒ 𝜖 𝐿𝑝[0, 𝜋],  1<p<∞ болсын, ƒ  ~ ∑ 𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥
∞
𝑘=0  Фурье қатары мен келесі шамаларды 

қарастырайық. 

                                                                                  

𝐴𝑘 =
1

𝑘+1
∑ 𝑎𝑚
𝑘
𝑚=0 ,     𝑘 = 1,2, …                                             (1) 

𝐵𝑘 =∑
𝑎𝑚

𝑚

∞

𝑚=𝑘
,     𝑘 = 1,2, …                                                     (2) 

 

онда бұл қатарлар 

 

∑ 𝐴𝑘cos𝑘𝑥
∞
𝑘=0                                                                (3) 

∑ 𝐵𝑘cos𝑘𝑥
∞
𝑘=1                                                              (3.1) 

 

𝐿𝑝[0, 𝜋]-ден алынған Hƒ, Bƒ кейбір функциялардың Фурье қатары болады және келесі 

теңсіздіктер орындалады: 

 

‖𝐻ƒ‖𝑝 ≤ 𝑐‖ƒ‖𝑝                                                               (4) 

‖𝐵ƒ‖𝑝 ≤ 𝑐‖ƒ‖𝑝                                                             (4.1) 

 

Бұл H, B түрлендірулері Харди түрлендірулері деп аталады. 

 Келесі есепті қарастырайық.   

1 < 𝑝 < ∞,   ƒ 𝜖𝐿𝑝[0, 𝜋] болсын, ƒ  ~∑ 𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥
∞
𝑘=0  Фурье қатары мен  I = {Iₖ}kϵℕ - ℕ шекті 

жиындарының кейбір тізбегі берілсін. J арқылы жиындардың{Jₖ}kϵℕ тізбегін белгілейміз, 

мұндағы, Jₖ={m : k ϵ Im}. 

 Сандар тізбегін қарастырайық: 

 

        𝐴𝑘(ƒ; 𝐼) =
1

|𝐼𝑘|
∑ 𝑎𝑚𝑚𝜖𝐼𝑘 ,     𝑘 𝜖 ℕ 

𝐵𝑘(ƒ; 𝐼) = ∑
𝑎𝑚

|𝐼𝑚|𝑚𝜖𝐽𝑘

,     𝑘 𝜖 ℕ                                                  (5) 

 

H (ƒ; I) және B (ƒ; I) түрлендірулерін келесі түрде анықтаймыз: 

 

𝐻 (ƒ;  𝐼) = ∑ 𝐴𝑘
∞
𝑘=1 cos𝑘𝑥 =∑

1

|𝐼𝑘|

∞

𝑘=1
(∑ 𝑎𝑚𝑚𝜖𝐼𝑘 )cos𝑘𝑥                                      (6) 

𝐻 (ƒ;  𝐼) = ∑ 𝐵𝑘
∞
𝑘=1 cos𝑘𝑥 =∑ (∑

1

|𝐼𝑚|𝑚𝜖𝒥𝑘

)

∞

𝑘=1

cos𝑘𝑥                                    (6.1) 

 

mailto:zhanerkealikarimova@mail.ru


1226 

 

(6), (6.1) теңдіктерімен енгізілген H және B операторлары Lₚ-да шектелетін I = {Iₖ}kϵℕ - ℕ 

жиындар тобының шарттарын анықтау керек, яғни орташа мәндері алынатын жиындар 

тізбегінің рөлі зерттеледі.[2] 

Жұмыстың мақсаты есепті көпайнымалы функциялар және регулярлы жүйе 

жағдайында қарастыру. 

Анықтама. [0;1] кесіндіде анықталған 𝜙 = {𝜙𝑘}(𝑘∈𝑁𝑛) функциясының 

ортонормальды жүйесін біз регулярлы деп атаймыз, егер В тұрақтысы бар болса, және ол 

келесі шарттарды қанағаттандырады:  

1) Кез келген [0;1] кесіндісінен алынған е үшін және 𝑘𝜖𝑁 үшін келесі қатынас 

орындалады: 

 

|∫ 𝜙𝑘(𝑥)𝑑𝑥𝑒
| ≤ 𝐵min(𝜇𝑒, 1/𝑘)                                          (7) 

 

2) Кесіндідегі кез келген ω үшін(1 қадаммен ақырлы арифметикалық прогрессия) N-нан 

және t𝜖[0;1] алынған, келесі теңсіздік орындалады: 

 
(∑ 𝜙𝑘𝑘∈𝜔 )∗(𝑡) ≤ 𝐵min(|𝜔|, 1/𝑡)                                       (7.1) 

 

мұндағы, (∑ 𝜙𝑘(⋅)𝑘∈𝜔 )∗(𝑡)- ∑ 𝜙𝑘(𝑥)𝑘∈𝜔 функциясының өспейтін алмастыруы.  - ω 

жиынындағы элементтер саны. 

𝛷 = {𝜙𝑘(𝑥)}𝑘∈𝛮, 𝛹 = {𝜓𝑘(𝑥)}𝑘∈𝛮 - регулярлы жүйе болсын. 𝐼 = {𝐼𝑘}𝑘∈𝛮 - N-нен 

алынған ақырлы ішкі жиындардың кейбір тізбегі. J арқылы {𝐽𝑘}𝑘∈𝑁 жиындар тізбегін 

белгілейміз, мұндағы, 𝐽𝑘 = {𝑚: 𝑘 ∈ 𝐼𝑚}. 𝑓 ∈ 𝐿1[0; 1], 𝑓 = ∑ 𝑎𝑘𝜓𝑘(𝑥)
∞
𝑘=1 үшін және 𝐼 =

{𝐼𝑘}𝑘∈𝑁 тізбегі үшін 𝐻(𝑓; 𝐼; 𝛷;𝛹) және 𝐵(𝑓; 𝐼; 𝛷;𝛹) түрлендірілулерін келесі түрде 

анықтаймыз: 

 

             𝐻(𝑓; 𝐼; 𝛷;𝛹) ∼∑
1

|𝐼𝑘|

∞

𝑘=1
(∑ 𝑎𝑚𝑚∈𝐼𝑘 )𝜑𝑘(𝑥)                                          (8) 

                  𝐵(𝑓; 𝐼; 𝛷;𝛹) ∼∑ (∑
𝑎𝑚

|𝐼𝑚|𝑚∈𝐽𝑘

)

∞

𝑘=1

𝜑𝑘(𝑥)                                           (8.1) 

 

 �⃗� = (𝑝1, … , 𝑝𝑛), �⃗� = (𝑞1, … , 𝑞𝑛)– векторлары болсын, егер 0 <  𝑞𝑗 <  ∞, онда 0 <

 𝑝𝑗  <  ∞, ал егер 𝑞𝑗 = ∞, онда, 0 <  𝑝𝑗  ≤  ∞, 𝑗 =  1, … , 𝑛 болады. 

  Анизотропты кеңістік 𝐿𝑝𝑞[0, 1]
𝑛 өлшенетін ƒ функциялар жиыны бойынша 

анықталады:  

‖𝑓‖𝐿𝑝𝑞 = (∫ …
1

0
(∫ |𝑡1

1

𝑝₁…𝑡𝑛

1

𝑝𝑛ƒ
∗1,…,∗𝑛(𝑡1, … , 𝑡𝑛)|

𝑞1
1

0

𝑑𝑡1

𝑡1
)

𝑞2
𝑞1

…
𝑑𝑡𝑛

𝑡𝑛
)

1

𝑞𝑛

< ∞,                  (9) 

 

мұндағы, 𝑓∗1,...,∗𝑛(𝑡1,...,𝑡𝑛) 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛айнымалары бойынша алынған (қалған айнымалыларды 

тұрақты деп санап) ƒ функцияның өспейтін алмастыруы,  (∫ (𝐹(𝑡))𝑞
𝑑𝑡

𝑡

1

0

)1 𝑞⁄ өрнегі q = ∞ 

болғанда sup
𝑡>0
𝐹(𝑡)ретінде түсіндіріледі. 

 𝛹₁ =  {𝜓𝑘
1(𝑥)}𝑘=1

∞ , … ,𝛹𝑛 = {𝜓𝑘
𝑛(𝑥)}𝑘=1

∞  регулярлы жүйелер болсын.                           

Ф =  {𝜙𝑘(𝑥)}𝑘𝜖𝑁𝑛функциясын келесі түрде анықтаймыз: 
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 𝜙𝑘(𝑥) = 𝜙𝑘1… 𝑘𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝜓𝑘
1(𝑥1)…𝜓𝑘

𝑛(𝑥𝑛).                                  (10) 

 

𝐼𝑝 = {𝐼𝑘
𝑝}
𝑘∈𝑁

– келесі шарттарды қанағаттандыратын ℕ кейбір ақырлы ішкі жиындарының 

тобы:  p > 2 болғанда {𝐼𝑘
𝑝}
𝑘∈𝑁

 жиыны мынадай болады: {𝐼𝑘
𝑝} ≥ 𝑘, ал p ≤ 2  болғанда {𝐼𝑘

𝑝}
𝑘∈𝑁

 

жиыны 𝐼𝑘
𝑝 ⊂ 𝐼𝑘+1

𝑝
   және   |𝐼𝑘

𝑝| = 𝑘 сегменттер жиынымен сәйкес келеді. 

 1 < 𝑝 = (𝑝1, … , 𝑝𝑛) < ∞,   ƒ ~ ∑ 𝑎𝑘𝑘𝜖ℕ𝑛 𝜙𝑘(𝑥)болсын. Онда Харди түрлендіруін 

келесідей  анықтаймыз: 

 

𝐻(ƒ, 𝐼𝑃) =∑ (
1

∏ |𝐼𝑘𝑖

𝑝𝑖|
𝑛

𝑖=1

(∑ 𝑎𝑚𝑚𝑖𝜖𝐼𝑘𝑖

𝑝𝑖 ))

𝑘𝜖ℕ𝑛

𝜙𝑘1… 𝑘𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛)                        (11) 

 

Теорема. 1 < 𝑝 = (𝑝1, … , 𝑝𝑛) < ∞,   1 ≤ 𝑝 = (𝑝1, … , 𝑝𝑛) ƒ =
∑ 𝑎𝑘𝑘𝜖ℕ𝑛 𝜙𝑘(𝑥)болсын. Мұндағы,  𝜙 = {𝜙𝑘}(𝑘∈𝑁𝑛)- регулярлы жүйе. Онда келесі теңсіздік 

орындалады: 

 

‖𝐻 (ƒ;  𝐼𝑃)‖𝐿𝑝𝑞 ≤ 𝑐ƒ𝐿𝑝𝑞
, 

 

мұндағы  с константа тек қана p, q параметрлеріне тәуелді. 
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Айталық spq ,,<0   және 1
'

11


pp
 болсын. 



 1}{ ii , 


 1}{ iiuu оң, ал 



 1}{ iivv  оң нақты сандар тізбегі болсын. 


 1}{ jjff  нақты сандар тізбегінен тұратын 

және келесідей норма анықталатын кеңістікті upl ,  арқылы белгілейік: 
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