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Основной целью данной работы является исследование оценок максимального 

правдоподобия. Оценка максимального правдоподобия является популярным 

статистическим методом, который используется для создания статистической модели на 

основе данных и обеспечения оценки параметров модели [1].  

Метод максимального правдоподобия ( ММП )  позволяет получить по крайней мере 

асимптотически несмещенные и эффективные оценки параметров распределения, которые 

имеют нормальный закон распределения [2]. В основе ММП лежит понятие функции 

правдоподобия выборки [3-4].  

Пусть имеем случайную величину X, которая имеет распределение Px(t,θ1,θ2,…,θk) и 

случайную выборку наблюдений за поведением этой величины X=(X1,X2,…,Xn). Тогда 

функцией правдоподобия выборки X=(X1,X2,…,Xn) называется функция L,  зависящая от 

аргументов θ={θ1,θ2,…,θk}, а от элементов выборки как от параметров и определяется 

равенством:  
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Рассмотрим случай, когда оценки максимального правдоподобия не всегда 

существуют. Предположим, что урна содержит шары, и каждый шар в урне помечен 

некоторым значением прямоугольной матрицы 
qmij

l


 L , где элементы матрицы li 

произвольные целые числа из известного конечного множества. Допустим, что число 

возможных матриц L есть d. Пусть элементы вектора  p=(p1, … , pd) определяют 

вероятности извлечения из урны шара, помеченного соответственными матрицами L1, … , 

Ld, причем  
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Производится последовательное извлечение  n шаров из урны с возвращением, 

причем неизвестно, какие именно шары были вынуты из урны. Известно только значение 

матрицы  ,
qmiju


u которая представляет сумму матриц на n вынутых из урны шаров. Для 

изучения данной ситуации требуется построение распределения вероятности u. Допустим, 

что Vu представляет число возможных сочетаний r1vu
L1,…, rd vu

Ld,которые в сумме 

образовали матрицу u, где r1vu
,…, rd vu 

определяют возможное количество вынутых шаров, 
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которые помечены соответствующими матрицами L1,…, Ld. Иначе говоря, следует, что Vu 

есть число разбиений матрицы u на части L1,…, Ld. Из результатов работ [5-7] следует 

следующее утверждение. Вероятность, что случайная величина U примет значение матрицы 

u,  есть 
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Очевидно, что на практике не известны элементы вектора p=(p1, …, pd). 

Следовательно формула (2) не находит фактического применения. В связи с этим возникает 

необходимость определения оценки вероятности (2).  

Пусть =(X1, ..., Xk) представляет выборку объема k из распределения (2) и =(x1, ..., Х х

xk) есть наблюдавшиеся значения Х где элементы хi (i=1, …, k) представляют сумму матриц , 

на n шарах, последовательно вынутых из урны с возвращением. Для каждого i=1, ..., k 

определим Vi число разбиений хi на матрицы L1, … , Ld. Векторы r1i=(r11i
,…,  rd1i

), …, 

rVi=(r1Vi
,…,  rdVi

), определяющие эти разбиения. 

Найдем оценки максимального правдоподобия для параметров p1, … , pd распределения 

(2). Логарифмическая  функция правдоподобия для параметров p1, … , pd  распределения (2) 

можно представить в виде 
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где при i=1, … , k, vi=1, … , Vi 
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Как известно, оценки максимального правдоподобия  











d
pp ,,

1
p для параметров 

p=(p1, … , pd) удовлетворяют следующему  при Δ=1,  , d  

.
1 1

n

r

p

k

i

V

v v

v
i

i i

i
 





 
                                                 (6) 

Так как ,1=∑
1=Δ

∧

Δ

d

p  то  

.
1 1 1

n
rk

i

V

v

d

v

v
i

i i

i 



  



                                        (7) 

В силу (5) очевидно, что vi1, при i=1, … , k, vi=1, … , Vi, причем vi=1, если Vi=1, иначе  

vi>1. Из чего следует, что  



1504 
 

,
1 1 11 1 1

nr
r k

i

V

v

d

v

k

i

V

v

d

v

v
i

i

i

i

i i

i 



  



  



 

то есть  

,
1 1 1

n
rk

i

V

v

d

v

v
i

i i

i 



  



                                                                    (8)

 

если при каком-нибудь i=1, …, k  vi>1. 

Значит (8) выполняется в случае, если Vi=1 при всех i=1, …, k. Следовательно, 

построение оценок максимального правдоподобия для параметров распределения 

представленной модели  возможно только в том случае, когда элементы реализации выборки 

имеют не более одного разбиения на представленные части. Иными словами, если при всех 

i=1, …, k Vi=1, то vi=1, а значит в силу (6) при Δ=1, , d  имеем  
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Таким образом, верна следующая теорема. 

Теорема.  Если все элементы реализации выборки =(x1, ... , xk) из распределения (2) х

имеют не более одного разбиения на представленные части, то существуют оценки 

максимального правдоподобия  для  параметров распределения (2), определяемые как  
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Следствие. Если какой-нибудь элемент реализации выборки =(x1, ... , xk) из х

распределения (2) имеет  более одного разбиения на представленные части, то не 

существуют оценки максимального правдоподобия  для  параметров распределения (2). 

Таким образом, установлено, что для представленной модели существуют оценки 

максимального правдоподобия, если все элементы наблюдений имеют не более одного 

разбиения на части. 

Другими словами, если какой-либо элемент реализации выборки данной модели 

распределения имеет более одного разбиения, то при нахождении оценок максимального 

правдоподобия мы имеем ряд вычислительных проблем, которые ставят под сомнение 

практичность использования оценок максимального правдоподобия. 
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СОЛ СИММЕТРИЯЛЫ АЛГЕБРАНЫҢ ӘМБЕБАП ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫ 

МОДУЛIНІҢ БАЗИСІ 

Жҧман Н. М. 

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ, Астана, Қазақстан 

Ғылыми жетекшісі - Қозыбаев Д.Х. 

 

 Аңдатпа. Жұмыстың негізгі мақсаты – кейбір алгоритмдік мәселелерді және сол 

симметриялы алгебралармен байланысты комбиноторлық сұрақтарды зерттеу, сол 

симметриялы алгебраның әмбебап мультипликативті орама алгебрасының базисі құрастыру. 

 Аннотация. Основной целью работы является изучение некоторых алгоритмических 

задач и комбинаторных вопросов, связанных с левосимметричными алгебрами, построить 

базис универсальной мультипликативной обертывающей алгебры левосимметричной 

алгебры. 

 Annotation. The main purpose of the work is to study some algorithmic problems and 

combinatorial questions connected with left-symmetric algebras, to develop the basis of the 

universal multiplicative envelope algebra of left-symmetric algebra.  

Қандай да бір   ӛрісі үстіндегі   векторлық кеңістігі сол симметриялы алгебра деп 

аталады, егер кез келген         үшін келесі тепе – теңдік орындалса 

(  )   (  )  (  )   (  )         (1) 

Сол симметриялы алгебралардың базисін Д. Сгеал [1] тұрғызды. А. Жұмаділдаев [2, 3] 

оң сииметриялы алгебралардың минимальды тепе-теңдіктерін зерттеді. Д.Қозыбаев пен У. 

Ӛмірбаев оң симетриялы алгебралар үшін Магнус  енгізуін дәлелдеді. 

 – сол симметриялы алгебра болсын және  ( )  арқылы   алгебрасының әмбебап 

мультипликативті орама алгебрасын белгілейтін боламыз ([5] қара). Ал        ( ) арқылы 

  айнымалысына оң және сол жағынан кӛбейтілген әмбебап операторлар, мұндағы    . 

 ( )  бірлік элементі бар,    сол жағынан кӛбейту және    оң жағынан кӛбейту 

операторларымен туындалған ассоциативті алгебра. (1) қатынасынан  ( )  алгебрасының 

анықтаушы қатынастары шығады: 




