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 Сұйықтар механикасы қамтыған, атап айтқанда, бұралған ағындар механикасы 

қарқынды түрде кеңейеді: орталықтан тепкіш сорғылардағы, гидротурбиналардағы, өзендер 

мен каналдардың бұрылыстарындағы, гидроциклонды насос қондырғыларындағы, 

центрифугалардағы, орталықтан тепкіш форсункалардағы, құйынды ағынды аппараттардағы, 

құйынды шахталық су ағызғыштардағы, траншеялық құм қиыршықтардағы, тасымалдайтын 

цилиндрлік түтіктердегі судың қозғалысы,  механикалық су көтергішті су тартқыштарда, 

гидротехникалық құрылымдарда кеңінен қолданылады.  

Сұйықтар механикасының көптеген мәселелері, соның ішінде бұралған ағындар 

механикасын зерттеу қисық сызықты цилиндрлік координаттар жүйесін қолдануды қажет 

етеді. Сондықтан осы жұмыста гидродинамиканың негізгі теңдеулерін цилиндрлік 

координаттар жүйесінде жазу үшін қажетті сұйық бөлшектерінің осы координаттар 

жүйесіндегі жылдамдықтары мен үдеулері қарастырылады. 

  Нүктенің цилиндрлік аппараттар мен құбырлардың  бетімен, немесе ішімен 

қозғалғанда цилиндрлік координат жүйесін қолдану көптеген есептердің шешу жолдарын 

жеңілдетеді.  

Жалпы жағдайда нүктенің орны        

 

                                                                          𝑞1 = 𝑟, 𝑞2 = 휀, 𝑞3 = 𝑧                                       (1) 

       

координаттармен анықталады. 

 Декарт және цилиндрлік координат жүйелері өзара келесі өрнектермен байланысады: 

 

                                 𝑥 = 𝑟 cos 휀,   𝑦 = 𝑟 sin 휀,   𝑧 = 𝑧.                         (2) 

 

Кері байланысты да табуға болады. Ол үшін  (2)-нің алдынғы екі теңдеуінің екі жағында 

квадраттап қосып  r-ды, ал содан кейін екінші теңдікті біріншіге бөліп ε-ды табамыз: 

 

                                     𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2,  휀 = arctg
𝑦

𝑥
,   𝑧 = 𝑧                      (3) 

 

 
Сурет 1. Цилиндрлік координат жүйесі 

 

 Лямэ коэффициенттерін цилиндрлік координаттар жүйесінде жазамыз, ол үшін 

цилиндрлік координат жүйесінде  𝜕𝑞𝑖 орнына біртіндеп 𝜕𝑟, 𝜕휀 және 𝜕𝑧 қою арқылы 

табатынымыз: 
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𝐻1 = 𝐻𝑟 = √(
𝜕𝑥

𝜕𝑟
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝑟
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑟
)
2

= √cos2 휀 + sin2 휀 = 1,           (4a) 

 

мұндағы    
𝜕𝑥

𝜕𝑟
= cos 휀,   

𝜕𝑦

𝜕𝑟
= sin 휀,    

𝜕𝑧

𝜕𝑧
= 0; 

 

𝐻2 = 𝐻 = √(
𝜕𝑥

𝜕
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕
)
2

= √𝑟2(sin2 휀 + cos2 𝑟) = 𝑟    (4б) 

 

мұндағы     
𝜕𝑥

𝜕
= −𝑟 sin 휀,    

𝜕𝑦

𝜕
= 𝑟 cos 휀,    

𝜕𝑧

𝜕
= 0;  

                    𝐻3 = 𝐻𝑧 = √(
𝜕𝑥

𝜕𝑧
)
2

+ (
𝜕𝑦

𝜕𝑧
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑧
)
2

= 1,                        (4в) 

мұндағы   
𝜕𝑥

𝜕𝑧
= 0,    

𝜕𝑦

𝜕𝑧
= 0,    

𝜕𝑧

𝜕𝑧
= 1; 

 

 Нүкте жылдамдығын табу үшін алдымен цилиндрлік координат жүйесінде координат 

сызығының элементар доғасын анықтайық: 

 

𝐻𝑟 = 1, 𝐻 = 𝑟, 𝐻𝑧 = 1; және 𝑑𝑞1 = 𝑑𝑟, 𝑑𝑞2 = 𝑑휀, 𝑑𝑞3 = 𝑑𝑧, 

сондықтан 

                                        𝑑𝑙1 = 𝑑𝑟, 𝑑𝑙2 = 𝑟𝑑휀, 𝑑𝑙3 = 𝑑𝑧                         (5) 

 

 Енді  нүкте жылдамдығын келесі формуламен анықтаймыз: 

 

                                                    𝜗𝑖 =
𝑑𝑙𝑖

𝑑𝑡
= 𝐻𝑖𝑞𝑖                                        (6) 

 

 Цилиндрлік координат жүйесінде:  

 

�̇�1 = �̇�, �̇�2 = 휀̇, �̇�3 = �̇�, 

 Одай болса 

                                    𝜗𝑟 = �̇�, 𝜗 = 𝑟휀̇, 𝜗𝑧 = �̇�;                                    (7) 

 

 Нүкте үдеуінің  𝑞1 координат өсіндегі проекциясы: 

 

                                     𝑎1 = �⃗�𝑘1⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

𝐻1

𝑑�⃗⃗⃗�

𝑑𝑡

𝜕𝑟

𝜕𝑞1
,                             (8) 

мұндағы   𝑘1⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

𝐻1

𝜕𝑟

𝜕𝑞1
. 

𝑑

𝑑𝑡
(𝜗 ∙

𝜕𝑟

𝜕𝑞1
) =

𝑑�⃗⃗⃗�

𝑑𝑡

𝜕𝑟

𝜕𝑞1
+ 𝜗

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑟

𝜕𝑞1
)   

 болғандықтан,  

                      𝑎1𝐻1 =
𝑑�⃗⃗⃗�

𝑑𝑡

𝜕𝑟

𝜕𝑞1
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝜗 ∙

𝜕𝑟

𝜕𝑞1
) − 𝜗

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑟

𝜕𝑞1
).                             (9) 

 

(9) теңдеуінің оң жағындағы әрбір мүшесінің мәнін табамыз. Ол үшін 𝜗 жылдамдықты келесі 

түрде жазайық:  

                          𝜗 =
𝜕𝑟

𝜕𝑞1
�̇�1 +

𝜕𝑟

𝜕𝑞2
�̇�2 +

𝜕𝑟

𝜕𝑞3
�̇�3 =

𝜕𝑟

𝜕𝑡
 .                                    (10) 

�̇�1 бойынша дербес туынды аламыз: 

                                                
𝜕𝑟

𝜕𝑞1
=

𝜕�⃗⃗⃗�

𝜕�̇�1
                                                            (11) 

(11) және (10)  қатынастарды қолданып алатынымыз:  
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𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑟

𝜕𝑞1
) =

𝜕2𝑟

𝜕𝑞1
2 �̇�1 +

𝜕2𝑟

𝜕𝑞1∙𝜕𝑞2
�̇�2 +

𝜕2𝑟

𝜕𝑞1∙𝜕𝑞3
�̇�3                              (12) 

(10)  қатынастан  𝑞1 бойынша дербес туынды аламыз: 

                                
𝜕�⃗⃗⃗�

𝜕𝑞1
=

𝜕2𝑟

𝜕𝑞1
2 �̇�1 +

𝜕2𝑟

𝜕𝑞1∙𝜕𝑞2
�̇�2 +

𝜕2𝑟

𝜕𝑞1∙𝜕𝑞3
�̇�3.                             (13) 

Соңғы екі теңдеуді салыстырып қорытындылаймыз: 

                                                      
𝜕�⃗⃗⃗�

𝜕𝑞1
=

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑟

𝜕𝑞1
).                                           (14) 

(10) және (14) мәндерін  (9) қатынасқа қоямыз: 

                            𝑎1 ∙ 𝐻1 =
𝑑

𝑑𝑡
(𝜗

𝜕�⃗⃗⃗�

𝜕�̇�1
) − 𝜗

𝜕�⃗⃗⃗�

𝜕𝑞1
 .                                               (15) 

Келесі теңдіктерді қолданып 

                           𝜗
𝜕�⃗⃗⃗�

𝜕�̇�1
=

𝜕

𝜕�̇�1
(
�⃗⃗⃗�2

2
) =

𝜕

𝜕�̇�1
(
𝜗2

2
),                                                   (16) 

 

                                        𝜗
𝜕�⃗⃗⃗�

𝜕𝑞1
=

𝜕

𝜕𝑞1
(
�⃗⃗⃗�2

2
) =

𝜕

𝜕𝑞1
(
𝜗2

2
);                                      (17) 

үдеудің 𝑎1 және дәл осылай қайталап, қалған    𝑎2 және 𝑎3 проекцияларын 

келесі түрде табамыз  

 

               

𝑎1 =
1

𝐻1
{
𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕

𝜕�̇�1
(
𝜗2

2
)] −

𝜕

𝜕𝑞1
(
𝜗2

2
)} ,

𝑎2 =
1

𝐻2
{
𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕

𝜕�̇�2
(
𝜗2

2
)] −

𝜕

𝜕𝑞2
(
𝜗2

2
)} ,

𝑎3 =
1

𝐻3
{
𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕

𝜕�̇�3
(
𝜗2

2
)] −

𝜕

𝜕𝑞3
(
𝜗2

2
)} .}
 
 

 
 

.                          (18)   

  

Сұйықтың бірлік массасының кинетикалық энергиясын  𝑇 =
𝜗2

2
 деп белгілеп, үдеудің 

проекцияларын келесі соңғы түрде аламыз:  

                  

𝑎1 =
1

𝐻1
[
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�1
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞1
] ,

𝑎2 =
1

𝐻2
[
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�2
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞2
] ,

𝑎3 =
1

𝐻3
[
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�3
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞3
] .}
 
 

 
 

 .                                      (19) 

мұндағы                               

                           𝑇 =
1

2
(𝐻1

2�̇�1
2 + 𝐻2

2�̇�2
2 + 𝐻3

2�̇�3
2).                        (20) 

 

Цилиндрлік координат жүйесінде  үдеудің проекцияларын  анықтайық:  

�̇�1
2 = �̇�2,  �̇�2

2 = 휀̇2,  �̇�3
2 = �̇�2 

𝑇 =
1

2
(�̇�2 + 𝑟2휀̇2 + �̇�2). 

Келесі мәндерді анықтаймыз: 
𝜕𝑇

𝜕𝑞1
=

𝜕𝑇

𝜕𝑟
= 𝑟휀̇2,   

𝜕𝑇

𝜕𝑞2
=

𝜕𝑇

𝜕
= 0,   

𝜕𝑇

𝜕𝑞3
=

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 0 

және                   
𝜕𝑇

𝜕�̇�1
=

𝜕𝑇

𝜕�̇�
= �̇�,  

𝜕𝑇

𝜕�̇�2
=

𝜕𝑇

𝜕 ̇
= 𝑟2휀̇,   

𝜕𝑇

𝜕�̇�3
=

𝜕𝑇

𝜕�̇�
= �̇�. 

 

Тағы да   
𝜕𝑇

𝜕�̇�1
  шамасынан уақыт бойынша туынды аламыз:     

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�1
) =

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) = �̈�,                          

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�2
) =

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕 ̇
) = 𝑟2휀̈ + 2𝑟�̇�휀̇ 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�3
) =

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) = �̈�.  



 

1624 
 

Табылған шамалардың бәрін (19) өрнекке қойып алатынымыз: 

                          

𝑎𝑟 = �̈� − 𝑟휀̇
2,

𝑎 = 𝑟휀̈ + 2�̇�휀̇,
𝑎𝑧 = �̈�;

}.                                                      (21) 

 

             

𝑎𝜌 = �̈� − 𝜌휃̇
2 − 𝜌휀̇2 sin2 휃 ,

𝑎𝜃 =
1

𝜌
(𝜌2휃̈ + 2𝜌�̇�휃̇ − 2𝜌2휀̇2 sin 휃 ∙ cosθ) =

= 𝜌휃̈ + 2�̇�휃̇ + 𝜌휀̇2 sin 휃 ∙ cosθ,

𝑎 =
1

𝜌 sin𝜃
(𝜌2휀̈ sin2 휃 + 2𝜌�̇�휀̇ sin2 휃 +

+2𝜌2휃̇휀̇ sin 휃 ∙ cosθ = 𝜌휀̈ sin 휃 +

+2𝜌�̇�휀̇ sin 휃 + 2𝜌휃̇휀̇ cos 휃 . }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 .                     (22) 
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