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                             Рисунок 4.3. Искривления электрического поля. 

 

Для компьютерного моделирования модели динамики двух капель под действием 

электрического поля использовался программный пакет COMSOL Multiphysics. Все 

программные продукты были согласованы с аналитическими решениями задачи и показали 

свою эффективность в согласии с физическими представлениями данного процесса. 

Были получены результаты, позволяющие понимать физическую природу и 

закономерности влияния электрического поля на влияние нескольких капель. 
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численных результатов. Качественное совпадение визуализировано с помощью графиков и 

таблиц. Показана близость приближенного решения и тестового решения. 

 

Рассмотрим, следуя [1] вязкоупругую среду Максвелла в двумерном случае. 

Постановка задачи, в области 𝐷𝑇 = 𝐷𝑥[0, 𝑇] 

𝐷 = {0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑙𝑘, 𝑘 = 1,2} , 𝑡 ∈ [0, 𝑇] 
𝜕�̅�

𝜕𝑡
+ 𝑅∗𝜎 = 0, #(1)  

𝜕휀̅

𝜕𝑡
− 𝑅�̅� = 0, #(2)  

𝐵
𝜕�̅�

𝜕𝑡
+ 𝐶�̅� = 𝛬

𝜕휀̅

𝜕𝑡
, #(3)  

 

Здесь:  �̅� = {𝑣1, 𝑣2}
𝑇 – вектор скоростей 

𝜎 = {𝜎11, 𝜎22, 𝜎12}
𝑇 – вектор напряжений 

휀̅ = {휀11, 휀2232휀12}
𝑇 – вектор деформаций 

𝐵 = 𝐵𝑇 – симметричная, положительно-определенная матрица, зависящая от констант 

Ламе, C = C𝑇 – симметричная, неотрицательно-определенная матрица, зависящая от 

коэффициента вязкости 휃,  Λ – диагональная положительно – определенная матрица, 

матрицы B, C, Λ – перестановочны, их вид определен в [2] 

R – линейный, матрично – дифференциальный оператор 

𝑅 = (
𝛻1 0 𝛻2
0 𝛻2 𝛻1

)
𝑇

, 𝑅∗ = −(
𝛻1 0 𝛻2
0 𝛻2 𝛻1

) 

𝑅∗ = −𝑅𝑇 ,  𝛻𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1,2 

Уравнение (1) выражает закон сохранения импульса, если обычная плотность 𝜌 ≡ 1 и 

вектор массовых сил 𝑓̅ = 0. Соотношение (2) является следствием соотношения 

перемещения деформации: 

휀̅ = 𝑅�̅� #(4)  

где �̅� = {𝑢1, 𝑢2}
𝑇 – вектор перемещений. 

Векторы перемещения �̅� и скорости �̅� связаны соотношением �̅� = 𝜕�̅� ∖ 𝜕𝑡. 
Соотношение (3) является уравнением состояния Максвелла. 

Решение системы (1) – (4) ищется в 𝐷𝑇. При этом �̅�(𝑥, 0) = �̅�(𝑥) ,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = �̅�(𝑥), 𝑥 ∈

𝐷  и соответственно 

�̅�(𝑥, 0) = �̅�(𝑥), 휀(̅𝑥, 0) = 𝑅�̅�(𝑥)  #(5)  

 

Перемещение �̅�(𝑥, 𝑡) определяется из соотношения �̅�(𝑥, 𝑡) = �̅�(𝑥) + 𝑡�̅�(𝑥) +

∫ (𝑡 − 𝑠)�̅�(𝑥, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
, �̅�(𝑥) = −𝑅∗�̅� 

На границе области 𝐷𝑇  искомое решение удовлетворяет однородному краевому 

условию 

∑𝜎𝑖𝑘(𝑥, 𝑡)𝑛𝑘

2

𝑘=1

= 0,    𝑥 ∈ 𝛾 #(6)  

 

Введем в 𝐷𝑇 сетку 𝐷𝜏,ℎ = {𝐷ℎ𝑥[0 ≤ 𝑚𝜏 ≤ 𝑇]}, 

𝐷ℎ = { 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ,  𝑦𝑗 = 𝑗ℎ, 𝑖 = 0,𝑁, 𝑗 = 0, 𝑁  𝑁𝑘ℎ = 𝑙𝑘, 𝑘 = 1,2} 

От векторов непрерывных аргументов перейдем к векторам дискретных аргументов, 

заданных на сетке 𝐷𝜏,ℎ: 𝑣(𝑥,𝑚𝜏) = 𝑣ℎ
𝑚, 𝑥 ∈ 𝐷ℎ, 휀(𝑥,𝑚𝜏) = 휀ℎ

𝑚, 𝜎(𝑥,𝑚𝜏) = 𝜎ℎ
𝑚 

Для задачи (1) – (6) рассмотрим разностную схему 
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𝑣�̅�
𝑚+1 + 0,5𝑅ℎ

∗(𝜎𝑚 + 𝜎𝑚+1) = 0, 𝑣ℎ
0 = 𝜓𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷ℎ 

휀�̅�
𝑚+1 − 0,5𝑅ℎ(𝑣

𝑚 + 𝑣𝑚+1) = 0, 휀ℎ
0 = 𝑅ℎ𝜑ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷ℎ 

휀�̅�
𝑚+1 = 𝐵1𝜎�̅�

𝑚+1 + 0,5𝐶1(𝜎
𝑚 + 𝜎𝑚+1)        #(7)  

Здесь 

𝑅ℎ = (
𝐿1
− 0 𝐿2

−

0 𝐿2
− 𝐿1

−)
𝑇

,   𝑅ℎ
∗ = −(

𝐿1
+ 0 𝐿2

+

0 𝐿2
+ 𝐿1

+)    #(8)  

𝐿𝑖
− = (⋅)𝑥�̅�, 𝐿𝑖

+ = (⋅)𝑥𝑖, 𝑖 = 1,2,    𝑣�̅�
𝑚+1 =

𝑣𝑚+1 − 𝑣𝑚

𝜏
 

 

 

Итак, при заданных  𝑣𝑚, 휀𝑚 переход 𝑚 → 𝑚 +
1

2
 будем осуществлять с помощью 

одномерной разностной схемы 

𝑣
�̅�

𝑚+
1
2 + 0,5𝑅1ℎ

∗ (𝜎𝑚 + 𝜎𝑚+
1
2) = 0 

 휀
�̅�

𝑚+
1
2 − 0,5𝑅1ℎ (𝑣

𝑚 + 𝑣𝑚+
1
2) = 0  #(9)  

휀
�̅�

𝑚+
1
2 = 𝐵1𝜎�̅�

𝑚+
1
2 + 0,5𝐶1 (𝜎

𝑚 + 𝜎𝑚+
1
2) 

 

Тогда после несложных преобразований получим для 𝑣𝑚+
1

2: 

𝑣𝑚+
1
2 + 0,25𝜏2𝑅1ℎ

∗ (𝐵1 + 0,5𝜏𝐶1)
−1𝑅1ℎ𝑣

𝑚+
1
2

= 𝜈𝑚 − 0,25𝜏2𝑅1ℎ
∗ (𝐵1 + 0,5𝜏𝐶1)

−1𝑅1ℎ𝑣
𝑚 − 0,5𝜏𝑅1ℎ

∗ 𝜎𝑚

+ 0,5𝜏𝑅1ℎ
∗ (𝐵1 + 0,5𝜏𝐶1)

−1(𝐵1 − 0,5𝜏𝐶1)𝜎
𝑚 

 

Далее, при заданных 𝑣𝑚+
1

2, 휀𝑚+
1

2, с помощью одномерной разностной схемы 

𝑣�̅�
𝑚+1 + 0,5𝑅2ℎ

∗ (𝜎𝑚+
1
2 + 𝜎𝑚+1) = 0 

휀�̅�
𝑚+1 − 0,5𝑅2ℎ (𝑣

𝑚+
1
2  + 𝑣𝑚+1) = 0 #(10)  

휀�̅�
𝑚+1 = 𝐵1𝜎�̅�

𝑚+1 + 0,5𝐶1 (𝜎
𝑚+

1
2 + 𝜎𝑚+1) = 0 

осуществляется переход 𝑚 +
1

2
→  𝑚 + 1 и.т.д. 

Были проведены численные расчеты для D = { 0 ≤  𝑥𝑘  ≤ 1,   𝑁𝑘ℎ𝑘 = 1}, 𝑡 ∈ [0, 0,5] на 

последовательности сеток (10x10), (20x20), (100x100), по пространственным переменным и 

по времени число шагов равно 100. 

Результаты численной реализации данного алгоритма показали хорошее совпадение 

теоретических и численных результатов, что говорит о практической эффективности 

предложенного алгоритма. 
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