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(1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң нақты
шешiмдерi

Аннотация: Бұл мақалада бiз (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер
теңдеуiн қарастырамыз. (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуi керi
шашырау әдiсi арқылы интегралданатыды. Осы теңдеуге Дарбу түрлендiруi пайдаланылған.
Сондай-ақ, осы (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң бiрреттiк,
екiреттiк және n -реттiк Дарбу түрлендiрулерi детерминанттық көрнiстерi алынған. Бұл
жұмыста осы теңдеудiң нақты шешiмдерiн құрамыз. Жоғарыда көрсетiлген нәтижелердi
пайдалана отырып, осы теңдеудiң басқа да солитондық және солитон тәрiздi (солитон тәрiздi:
динамикалық және топологиялық солитондар, периодтық, домендiк кедергiлер, кинктер,
ламптар, ашық және күңгiрт солитондар, ашық және күңгiрт қиратушы толқындар, ашық
және күңгiрт позитондар және т.б.) шешiмдерiн құруға болады.

Түйiн сөздер: Дарбу түрлендiруi, (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер
теңдеуi, интегралданатын теңдеулер, нақты шешiмдер.

Кiрiспе. Нақты жүйенiң бейсызықты табиғаты заманауи ғылымда iргелi болып
табылатындығы жақсы белгiлi. Бейсызықтылық iс жүзiнде барлық ғылым салаларында
көптеген қолданысқа ие. Әдетте сызықты емес құбылыстар қарапайым және/немесе
дербес туындылары бар сызықты емес теңдеулер арқылы модельденедi. Осы бейсызықты
дифференциалдық теңдеулердiң (БДТ) көбiсi интегралданатын болып табылады. Бұл
дегенiмiз, интегралданатын БДТ бiрнеше қызықты нақты шешiмдерге ие екендiгiн бiлдiредi,
мысалы солитондық және солитон тәрiздi шешiмдер (солитон тәрiздi: динамикалық және
топологиялық солитондар, периодтық, домендiк кедергiлер, кинктер, ламптар, ашық және
күңгiрт солитондар, ашық және күңгiрт қиратушы толқындар, ашық және күңгiрт позитондар
және т.б.). Олар үлкен математикалық, сондай-ақ физикалық қызығушылыққа ие, әрi
солитондар мен оларға ұқсас толқындарды зерттеу заманауи ғылым мен техникада соңғы
бiрнеше онжылдықтардан берi аса белсендi саланың бiрi бола бастады. Сонымен қатар
көптеген интегралданатын БДТ табылып, зерттелген [1]-[4].

Бейсызықты Шредингер теңдеуi мен Максвелл-Блок теңдеулерi үшiн Дарбу түрлендiруiн
пайдаланып, әр түрлi "seed" шешiмдерден бiрсолитонды және периодтық шешiмдер алынды
[5]. Өздiгiнен фокусталған бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң рационалды шешiмдерiн
табу әдiстерi ұсынылды [6]. Жоғары реттi бейсызықты эффекттерi бар Хирота теңдеуiмен
байланысқан жаңа локалданған кейбiр толқындық шешiмдер зерттелдi [7]. Тривиалды
және периодтық «seed» шешiмдерде Дарбу түрлендiруiн пайдалана отырып, Хирота-
Максвелл-Блок жүйесiнiң солитондық шешiмдерi, брейзер шешiмдерi әрi қиратушы толқын
шешiмдерi [8] жұмысында құрылды. Дарбу түрлендiруi интегралданатын теңдеулер
шешiмдерiнiң барлық түрлерiн табуда кеңiнен қолданылады. [9,10] жұмыстарында (2+1)-
өлшемдi Шредингер-Максвелл-Блок және (2+1)-өлшемдi Хирота-Максвелл-Блок теңдеулерi
үшiн Дарбу түрлендiруi құрылып, солитондық шешiмдер алынды. Локалды емес бейсызықты
Шредингер типтес теңдеулер [11,14] жұмыстарында қарастырылды.

Бұл мақала келесi түрде ұйымдастырылған. Әдеттегiдей, кiрiспеден басталып, 2-шi бөлiмде
(1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң Лакс көрiнiсiн көрсетемiз.
(1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң бiрреттiк Дарбу түрлендiруi
3-шi бөлiмде көрсетiлген. 4-шi бөлiмде осы теңдеудiң нақты шешiмдерi "seed" шешiмдерiнен
алынады. Мұнда бiз бiрсолитондық шешiмдерiн көрсетемiз. Соңында, қорытынды келтiрiледi.
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(1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiң Лакс көрiнiсi.
Мұнда бiз (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiн қарастырамыз:

iqt(x, t) + qxx(x, t) + 2q(x, t)q∗(−x, t)q(x, t) = 0, (1)

iq∗t (−x, t) + q∗xx(−x, t)− 2q∗(−x, t)q(x, t)q∗(−x, t) = 0, (2)
мұндағы ∗ белгiсi комплекстi түйiндес және q(x, t) комплекс мәндi функция және x, t нақты
айнымалыларға тәуелдi. x, t индекстерi сәйкес айнымалылар бойынша дербес туындыларды
бiлдiредi.

(1) теңдеуiнде сызықты Лакс жұбы бар және шексiз сақталу заңдарына ие, демек, бұл
интегралданатын жүйе болып табылады [13]. Жiктелiнетiн бастапқы шарттарға сәйкес
келетiн керi шашырау есеп әдiсi дәлелденген. Берiлген бейсызықты теңдеудi сызықты
теңдеулер жүйесiне келтiредi және (1, 2) теңдеулерiнiң нақты шешiмдерiн, соның iшiнде
солитондық шешiмдерiн құруға болады. Локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң
кейбiр маңызды қасиеттерi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң классикалық
теңдеулерiне қатар қойылып, салыстырылады. Яғни, бейсызықты мүшесi q∗(x; t) -–дан
q∗(−x; t) –ға ауыстырылады. Шынымен де, x → −x және t → −t кезiнде (1) теңдеуi де,
классикалық сызықты емес Шредингер теңдеуi де симметрияға бөлiнедi, теңдеу инвариантты
болып қалады.

Жоғарыда талқыланғандай, осы бөлiмде (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты
Шредингер теңдеуiне (1)-(2) арналған сәйкес Лакс көрiнiсiн қарастырамыз, ол мына
әдебиетте келтiрiлген [2]. Абловиц-Кауп-Нюэль-Сигур (АКНС) формализмiне сәйкес, (1)-(2)
теңдеулерiнiң Лакс көрiнiсi келесi формуламен берiледi

Ψx = AΨ, (3)

Ψt = BΨ. (4)
Сонымен қатар, Лакс көрiнiсiндегi векторлық Ψ(x, t, λ) = (ψ1(λ), ψ2(λ))T =

(ψ1(x, t, λ), ψ2(x, t, λ))T меншiктi функция, λ меншiктi параметрге байланысты және A , B
2× 2 -өлшемдi матрицалары мына түрге ие

A = −iλσ3 +A0,

B = λ2B2 + λB1 +B0.

Бұл жерде σ3 –стандартты 2 × 2 -өлшемдi Паули матрицасы және A0, B2, B1, B0 – 2 × 2 -
өлшемдi матрицалар:

σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, A0 =

(
0 q(x, t)

−q∗(−x, t) 0

)
,

B2 = −2iσ3 =

(
−2i 0

0 2i

)
, B1 =

(
0 2q(x, t)

−2q∗(−x, t) 0

)
,

B0 = i

(
q(x, t)q∗(−x, t) qx(x, t)
−q∗x(−x, t) −q(x, t)q∗(−x, t)

)
.

Сызықты (3)-(4) теңдеулерiнiң Ψ меншiктi функциясына сәйкес λ меншiктi мән, ал
λi коэффициенттерi Bi матрицасы мүшелерiне сәйкес келедi. В матрицасындағы q
функциясының х туындылары арқылы көпмүшесiнiң болуы АКНС жүйесiнен айырмашылығы
болып табылады.

Келесi бөлiмде бiз (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң бiрреттiк
Дарбу түрлендiруiн құрамыз.
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(1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуi үшiн бiрреттiк
Дарбу түрлендiруi.

АКНС [31] жүйесi үшiн Дарбу түрлендiруiн негiзге ала отырып, бiз (3) - (4) сызықты
теңдеулер жүйесiнiң келесi түрлендiруiн қарастырамыз.

Ψ[1] = TΨ = (λI −M)Ψ. (5)

Мұндағы M және I матрицалары мына түрге ие

M =

(
m11 m12

m21 m22

)
, I =

(
1 0
0 1

)
Сондықтан (5) түрлендiрудi Лакс көрнiсiне қойсақ„ онда келесi жүйенi аламыз

Ψ[1]
x = A[1]Ψ[1], (6)

Ψ
[1]
t = B[1]Ψ[1] (7)

мұндағы A[1] және B[1] шамалары q[1](x, t) , q∗[1](−x, t) әрi λ -ға тәуелдi. q[1](x, t) ,
q∗[1](−x, t) және A[1] , B[1] арасындағы байланыс q(x, t) , q∗(−x, t) және A , B арасындағы
байланыспен бiрдей. (6)-(7) теңдеулерi орындалуы үшiн, T Дарбу матрицасы келесi
теңдеулердi қанағаттандыру қажет

Tx + TA = A[1]T, (8)

Tt + TB = B[1]T (9)
q(x, t) , q∗(−x, t) және q[1](x, t) , q∗[1](−x, t) арасындағы қатынас, iс жүзiнде (1+1)-өлшемдi
локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң Дарбу түрлендiруi болып табылатын осы
теңдеулерден келтiрiлуi мүмкiн. λi коэффициенттерiн салыстыра отырып, (8) және (9)
теңдеулерiнен аламыз:

q[1] = q − 2im12, (10)

q∗[1] = q∗ − 2im21. (11)
(10), (11) формулалары (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуi үшiн
бiрреттiк Дарбу түрлендiруi болады.

Ендi
M = HΛH−1 (12)

деп ұйғарайық, мұндағы

H =

(
ψ1(λ1; t, x) ψ1(λ2; t, x)
ψ2(λ1; t, x) ψ2(λ2; t, x)

)
:=

(
ψ1,1 ψ1,2

ψ2,1 ψ2,2

)
, Λ =

(
λ1 0
0 λ2

)
(13)

және detH 6= 0 , мұндағы λ1 және λ2 комплекстi түрақтылар. Жоғарыда айтып
келтiрiлгендей, A0 шектеулерiн қанағаттандырады:

Ψ+ = Ψ−1, A+
0 = −A0, (14)

λ2 = −λ∗1, H =

(
ψ1(λ1; t, x) −ψ∗2(λ1; t, x)
ψ2(λ1; t, x) ψ∗1(λ1; t, x)

)
=

(
ψ1 −ψ∗2
ψ2 ψ∗1

)
, (15)

H−1 =
1

∆

(
ψ∗1(λ1; t, x) ψ∗2(λ1; t, x)
−ψ2(λ1; t, x) ψ1(λ1; t, x)

)
=

(
ψ∗1 ψ∗2
−ψ2 ψ1

)
(16)

мұндағы ∆ :

∆ = |ψ1|2 + |ψ2|2 .
Ал H матрицамыз үшiн келесi теңдеулер жүйесi орындалады

Hx = −iσ3HΛ +A0H,

Ht = −2iσ3HΛ2 +B1HΛ +B0H.
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(12)-(16) формулаларын пайдаланып, M матрицасын келесi түрде аламыз

M =
1

∆

(
λ1 |ψ1|2 − λ∗1 |ψ2|2 (λ1 + λ∗1)ψ1ψ

∗
2

(λ1 + λ∗1)ψ2ψ
∗
1 λ1 |ψ2|2 − λ∗1 |ψ1|2

)
.

Келесi бөлiмде (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң солитондық
шешiмдерi берiледi.
(1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiң солитондық

шешiмдерi. Бiр-солитонды шешiм алу үшiн "seed" шешiмiн q, q∗ функцияларын q =
0 , q∗ = 0 түрiнде аламыз. Ал λ1 = ν1 + iρ1 болсын. Сонда сәйкес сызықты жүйе келесi
түрдi қабылдайды

Ψ1x = −iλψ1,

Ψ2x = iλψ2,

Ψ1t = λ2ψ1,

Ψ2t = −λ2ψ2.

Бұл жүйе келесi нақты шешiмдердi бередi

ψ1 = e−iλ1x+λ21t+
x0+iy0

2 ,

ψ2 = eiλ1x−λ
2
1t−

x0+iy0
2

+iθ,

мұндағы x0 , y0 , θ нақты тұрақтылар. Олай болса, (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты
Шредингер теңдеуiнiң бiр-солитондық шешiмi мына формуламен берiледi:

q[1] = − 4iν1e
−2iν1+4iν1ρ1t−iθ

e2ρ1x+2ν21 t−2ρ21t+x0 + e−2ρ1x−2ν21 t+2ρ21t−x0
,

q∗[1] = − 4iν1e
2iν1−4iν1ρ1t+iθ

e2ρ1x+2ν21 t−2ρ21t+x0 + e−2ρ1x−2ν21 t+2ρ21t−x0
.

Берiлген бұл жұмыста бiз (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер теңдеуiне
арналған Дарбу түрлендiруiн пайдаландық. Алынған Дарбу түрлендiруiн пайдалана
отырып, бiр-солитондық типтес кейбiр нақты шешiмдерi алынды.(1+1)-өлшемдi локалды
емес бейсызықты Шредингер теңдеуiнiң бiрреттiк, екiреттiк және n -реттiк Дарбу
түрлендiрулерiнiң детерминантты қ көрнiсi алынған. Жоғарыда көрсетiлген нәтижелердi
пайдалана отырып, осы теңдеудiң басқа да солитон және солитон типтес: периодтық,
драмиондық, позитондық, бризерлерлiк, қиратушы толқындар, т.б. шешiмдерiн құруға
болады. Қазiргi таңда сызықты емес теңдеулердiң толқындық шешiмдерi бейсызықты
физика мен математика салалары арасында өзектiлердiң бiрi екендiгiн атап өткен жөн.
Алынған шешiмдер физика саласында қызықты болып табылады. Сонымен қатар, көрсетiлген
шешiмдер эксперименттер мен талшықты-оптика байланыс желiлерiнде пайдаланылуы
мүмкiн. Бұдан басқа, алдағы уақытта (1+1)-өлшемдi локалды емес бейсызықты Шредингер
теңдеуiнiң кейбiр маңызды түрлерiн зерттейтiн боламыз.
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Нелокальные нелинейные уравнения Шредингера и ее точные решения

Аннотация: В этой статье мы рассмотрим (1+1)-мерное нелокальное нелинейное уравнение Шредингера. (1+1)-
мерное нелокальное нелинейное уравнение Шредингера интегруется методом обратного рассеяния. Этому уравнению мы
использовали преобразование Дарбу. Кроме того, получено детерминантное представление однократного, двукратного
и n-кратного преобразования Дарбу (1+1)-мерного нелокального нелинейного уравнения Шредингера. В данной работе
мы построим точные решения этого уравнения. Используя эти результаты, можно построить и другие солитонные
и солитоноподобные решения (солитоноподобные: динамический и топологический солитон, периодический, доменный
стени, кинк, лампы, светлые и темные солитоны, светлые и темные разрушительные волны, светлые и темные позитоны
и т.д.) этого уравнения.

Ключевые слова: Преобразование Дарбу, (1+1)–мерное нелокальное нелинейное уравнение Шредингера,
интегрируемые уравнения, точные решения.
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Exact solutions of the (1+1)–dimensional nonlocal nonlinear Schrodinger equation

Abstract: In this paper we consider the (1+1)–dimensional nonlocal nonlinear Schrоdinger equation. The (1+1)–dimensional
nonlocal nonlinear Schrodinger equation is integrable by the inverse scattering method. We used the Darboux transformation
to this equation. In addition, a determinant representation of a one–fold, two–fold, and n–fold Darboux transformation of the
(1+1)–dimensional nonlocal nonlinear Schrodinger equation is obtained. Using these results, we can construct other soliton and
soliton-like solutions (soliton–like: dynamic and topological soliton, periodic, domain walls, kink, lamp, bright and dark solitons,
bright and dark rogue waves, bright and dark positons, etc.) of this equation.

Keywords: Darboux transformation, (1+1)–dimensional nonlocal focusing nonlinear Schrodinger equation, integrable equa-
tions, exact solutions.
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