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модель үшін қозғалыс теңдеулерін қорытып шығардық. Сондай-ақ, Нетер симметриясы 
әдісін қолдана отырып, кейбір белгісіз шамалардың шешімдерін анықтадық. 

Бұл жұмыс ҚР БҒМ AP09058240 гранттық жобасы қаржыландыру аясында 
орындалды. 
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Хорошо известно, что Вселенная образовалась в результате Большого Взрыва около 
13,8 млрд лет назад. Ученые заметили, что расстояние между звездными системами 
постоянно увеличивается, что привело к открытию непрерывного возрастания Вселенной. Но 
в конце 1990-х годов был сделан вывод о том, что космическое расширение происходит с 
ускорением благодаря преобладанию темной энергии, составляющей73% материи [1]. Так, 
темная энергия определяется уравнением параметра состояния Z. Для изучения 
характеристики расширения Вселенной применяется безразмерный масштабный 
коэффициент (масштабный фактор), определяющий изменение расстояния между 
галактиками во времени [2]. 

Источниками гравитационного поля космологии типаВалецки являются лагранжиан 
плотности безмассового фермионного поля, лагранжианы массивных скалярных и векторных 
полей, а также плотность лагранжиана взаимодействия типа Юкавы между фермионным и 
скалярным полями. В данной модели взаимодействие происходит через обмен 
мезонами.Единицы измерения выбираем так, что 8𝜋𝐺 = 𝑐 = ℏ = 1. 

Действие для гравитационного поля в общем виде представляется следующим образом 
 

𝑆 = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 (𝑅
2

+ 𝐿𝑚),     (1) 
 

где 𝑔 - определитель метрического тензора;R - скалярная кривизна, описывающая 
геометрию пространства; 𝐿𝑚- лагранжиан материи. 

Для изучения действия используется метрика Фридмана-Робертсона-Уокера (ФРУ) в 
декартовой системе координат 

 
𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2),    (2) 

 
где 𝑎(𝑡) является масштабным фактором. 

Так, скалярная кривизна в метрике ФРУ в декартовой системе координат равна 
 



240 
 

𝑅 = 6 (
𝑎̈
𝑎 +

𝑎̇2

𝑎2). 

 
Действие космологической модели типа Валецки в явном виде совместно с метрикой 

ФРУ описывается  
 

𝑆 = ∫ 𝑑4𝑥 (3𝑎𝑎̇2 + 𝑎3 𝑖
2

[𝜓̅𝛾0𝜓 − 𝜓̇̅𝛾0𝜓 + 2𝑖𝑞𝐴0𝜓̅𝛾0𝜓] + 𝑎3 [𝜉(𝜓̅𝜓)𝑛 − 𝜆𝜓̅𝜙𝜓 +

+ 1
2

𝜙̇2 + 1
2

𝑚𝑏
2𝜙2 − 1

2
𝑚𝑣

2𝐴0
2]). 

 
Используя уравнение Эйлера-Лагранжа, мы определяем уравнения Фридмана (3), 

Дирака (4-5) и Клейна-Гордона (6) 
 

2 𝑎̈
𝑎

+ 𝑎̇2

𝑎2 = [𝜉(𝜓̅𝜓)𝑛 + 𝜆𝜓̅𝜙𝜓 − 1
2

𝜙̇2 − 1
2

𝑚𝑏
2𝜙2 − 1

2
𝑚𝑣

2𝐴0
2] −  (3) 

− 𝑖
2

[𝜓̅𝛾0𝜓̇ − 𝜓̇̅𝛾0𝜓 + 2𝑖𝑞𝐴0𝜓̅𝛾0𝜓], 
 

𝜓̇ + 3
2

𝐻𝜓 + 𝑖[𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛(𝜓̅𝜓)𝑛−1𝛾0 +  𝜆𝜙𝛾0]𝜓 = 0,  (4) 
 

𝜓̇̅ + 3
2

𝐻𝜓̅ − 𝑖𝜓̅[𝑞𝐴0 + 𝜉𝑛(𝜓̅𝜓)𝑛−1𝛾0 + 𝜆𝜙𝛾0] = 0,  (5) 
 

𝜙̈ + 3𝐻𝜙̇ +  𝜆𝜓̅𝜓 + 𝑚𝑏
2𝜙 = 0.    (6) 

 
Условие нулевой энергии 
 

𝐿𝑎̇𝑎̇ + 𝐿𝜙̇𝜙̇ + 𝐿𝜓̇𝜓̇ + 𝜓̇̅𝐿𝜓̇̅ − 𝐿 = 0,    (7) 
 

3𝑎̇2

𝑎2 − 1
2

𝜙̇2 − 𝜉(𝜓̅𝜓)𝑛 − 𝜆𝜓̅𝜙𝜓 + 1
2

𝑚𝑏
2𝜙2 − 𝑞2

2𝑚𝑣
2 (𝜓̅𝛾0𝜓)2 = 0,  (8) 

 
где 𝐴0 = 𝑞 𝜓̅𝛾0𝜓

𝑚𝑣
2  – векторное поле. 

С помощью уравнений Фридмана (9)-(10)  и уравнения сохранения (11) 
 

3𝐻2 = 𝜌,      (9) 
 

3𝐻2 + 2𝐻̇ = −𝑝,     (10) 
 

𝜌 ̇ + 3𝐻(𝜌 + 𝑝) = 0,     (11) 
 
получим плотность энергии источников гравитационного поля (12) и давление (13) 
 

𝜌 = 1
2

𝜙̇2 + 𝜉(𝜓̅𝜓)𝑛 + 𝜆𝜓̅𝜙𝜓 + 1
2

𝑚𝑏
2𝜙2 + 𝑞2

2𝑚𝑣
2 (𝜓̅𝛾0𝜓)2,   (12) 

 
𝑝 = 1

2
𝜙̇2 + 𝜉(𝑛 − 1)(𝜓̅𝜓)𝑛 − 1

2
𝑚𝑏

2𝜙2 + 𝑞2

2𝑚𝑣
2 (𝜓̅𝛾0𝜓)2.   (13) 

 
Выразив 𝜓̅𝜓 через u, найдем ее производную, затем подставим полученное в уравнение 

Дирака (4)-(5) 
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𝑢̇ = 𝜓̇̅𝜓 + 𝜓̅𝜓̇,      (14) 

𝑢̇ = −
3
2 𝐻𝜓̅𝜓 − 𝑖𝜓̅[𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛𝑢𝑛−1𝛾0 +  𝜆𝜙𝛾0]𝜓 − 

− 3
2

𝐻𝜓̅𝜓 + 𝑖𝜓̅[𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛𝑢𝑛−1𝛾0 + 𝜆𝜙𝛾0]𝜓 = −3𝐻𝑢.   (15) 
 
Поскольку 𝑢̇это производная по времени, а постоянная Хаббла 𝐻= 𝑎̇2

𝑎2, проинтегрировав 
получим, что 

 
𝑢 = 𝐶

𝑎3,       (16) 
 
который выполняется для всех моделей и C = const. 

При подстановке полученных данных плотности и давления, а также уравнение 
Клейна-Гордона в уравнение сохранения энергии, получим следующее выражение 

 
𝜓̅𝛾0𝜓̇ + 𝜓̇̅𝛾0𝜓 + 3𝐻𝜓̅𝛾0𝜓 = 0,    (17) 

 
откуда выразим, что 𝑧 = 𝜓̅𝛾0𝜓, тогда образующая будет равна 
 

𝑧̇ = 𝜓̇̅𝛾0𝜓 + 𝜓̅𝛾0𝜓̇.      (18) 
 
Поскольку 𝑧̇это производная по времени, и мы знаем, что постоянная Хаббла 𝐻 = 𝑎̇

2

𝑎2, то 
 

𝑧 = 𝐶′
𝑎3,       (19) 

 
где 𝐶′ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Рассмотрим такой случай, когда масштабный фактор изменяется по степенному 
закону𝑎 = 𝑎0𝑡𝛼, при 𝑎0 > 0, 𝛼 > 1.  

Найдем функцию скалярного поля 𝜙, для этого используются уравнения Фридмана (9)-
(10), плотности(12) и давления (13) 

 
𝑚𝑏

2𝜙2 + 𝜆𝜙𝑢 + 𝜉(2 − 𝑛)𝑢𝑛 − 6𝐻2 − 2𝐻̇ = 0.   (20) 
 
Тогда при подстановке в полученное последнее выражение таких данных:𝑢 = 𝐶

𝑎3 =
С

𝑎0
3𝑡3𝛼,  H = 𝑎̇

2

𝑎2 = 𝛼
𝑡
,𝐻̇ = 𝑎̈

𝑎
− 𝑎̇2

𝑎2 = − 𝛼
𝑡2, будем иметь 

 
𝑚𝑏

2𝜙2 + 𝜆𝜙 С
𝑎0

3𝑡3𝛼 + 𝜉(2 − 𝑛) С𝑛

𝑎0
3𝑛𝑡3𝑛𝛼 − 2𝛼−6𝛼2

𝑡2 = 0.   (21) 

 
Решая тождество в виде квадратного уравнения, найдем значения 𝜙 
 

𝜙1,2 = − 𝜆𝐶
2𝑚𝑏

2𝑎0
3𝑡3𝛼 ± √ 𝜆2𝐶2

4𝑚𝑏
4𝑎0

6𝑡6𝛼 − 1
𝑚𝑏

2 (𝜉(2−𝑛)С𝑛

𝑎0
3𝑛𝑡3𝑛𝛼 + 2𝛼−6𝛼2

𝑡2 ).  (22) 

 
При нахождении функции фермионного поля 𝜓, используем формулу 
 

𝜓𝑘 = 𝐵𝑘(𝑡)𝑒𝑖𝐷𝑘(𝑡),     (23) 
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где k = 0,1,2,3.Компонент векторного поля определяется как𝐴0 = 𝑞

𝜓̅𝛾0𝜓
𝑚𝑣2

= 𝑞𝐶′
𝑚𝑣2𝑎03𝑡3𝛼

.Из 
уравнения Дирака (4) 

 
𝜓̇0 +

3
2
𝐻𝜓0 + 𝑖[𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛𝑢𝑛−1 +  𝜆𝜙]𝜓0 = 0,          (24) 

𝜓̇1 +
3
2𝐻𝜓1 + 𝑖[𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛𝑢

𝑛−1 +  𝜆𝜙]𝜓1 = 0, 

𝜓̇2 +
3
2𝐻𝜓2 − 𝑖[𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛𝑢

𝑛−1 +  𝜆𝜙]𝜓2 = 0, 

𝜓̇3 +
3
2𝐻𝜓3 − 𝑖[𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛𝑢

𝑛−1 +  𝜆𝜙]𝜓3 = 0, 
 

поскольку 𝜓 = (

𝜓0
𝜓1
𝜓2
𝜓3

), 𝜓̇ =

(

 
 
𝜓̇0
𝜓̇1
𝜓̇2
𝜓̇3)

 
 

, 𝛾0 = (

1 00 0
0 10 0
0 0−1 0
0 00 −1

).Так как выражения отличаются  

 
только индексами, рассмотрим решение для 𝜓0 

 
𝜓0 = 𝐵0(𝑡)𝑒𝑖𝐷0(𝑡) → 𝜓̇0 = 𝐵̇0𝑒𝑖𝐷0 + 𝐵0𝑒𝑖𝐷0𝑖𝐷̇0,    (25) 

 
𝐵̇0 + 𝑖𝐵0𝐷̇0 +

3
2
𝐻𝐵0 + 𝑖[𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛𝑢𝑛−1 +  𝜆𝜙]𝐵0 = 0.   (26) 

 
Решим выражение с помощью свойства комплексного числа. 
 

𝐵̇0 +
3
2
𝐻𝐵0 = 0,𝐵0(𝐷̇0 + [𝑞𝐴0 +  𝜉𝑛𝑢𝑛−1 +  𝜆𝜙]) = 0,   (27) 

 
𝐵0 =

𝐵00

𝑎0

3
2𝑡
3
2𝛼
,      (28) 

 

𝐷0 = −
𝑞2𝐶′𝑡

1−3𝛼

𝑚𝑣2𝑎03(1−3𝛼)
− 𝜉𝑛С𝑛−1𝑡1−3𝑛𝛼

𝑎03𝑛(1−3𝑛𝛼)
− 𝜆2𝐶𝑎0𝑛𝑡1+𝑛−3𝑛𝛼

2𝑚𝑏
2𝑎03𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼)

±   (29) 

±∫ 𝜆
2𝑚𝑏

2𝑎03𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼)
√ 𝜆2𝐶2

4𝑚𝑏
4𝑎06𝑡6𝛼

− 1
𝑚𝑏
2 (
𝜉(2−𝑛)С𝑛

𝑎03𝑛𝑡3𝑛𝛼
+ 2𝛼−6𝛼2

𝑡2
) + 𝐷00, 

 
где 𝐵𝑘0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐷𝑘0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Все компонентыфермионного поля приобретут следующий 
вид 

𝜓0 =
𝐵00

𝑎0

3
2𝑡
3
2𝛼
exp [𝑖(− 𝑞2𝐶′𝑡

1−3𝛼

𝑚𝑣2𝑎03(1−3𝛼)
− 𝜉𝑛С𝑛−1𝑡1−3𝑛𝛼

𝑎03𝑛(1−3𝑛𝛼)
− 𝜆2𝐶𝑎0𝑛𝑡1+𝑛−3𝑛𝛼

2𝑚𝑏
2𝑎03𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼)

±  (30) 

±∫ 𝜆
2𝑚𝑏

2𝑎03𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼)
√ 𝜆2𝐶2

4𝑚𝑏
4𝑎06𝑡6𝛼

− 1
𝑚𝑏
2 (
𝜉(2−𝑛)С𝑛

𝑎03𝑛𝑡3𝑛𝛼
+ 2𝛼−6𝛼2

𝑡2
) + 𝐷00)], 

 

𝜓1 =
𝐵10

𝑎0

3
2𝑡
3
2𝛼
exp [𝑖(− 𝑞2𝐶′𝑡

1−3𝛼

𝑚𝑣2𝑎03(1−3𝛼)
− 𝜉𝑛С𝑛−1𝑡1−3𝑛𝛼

𝑎03𝑛(1−3𝑛𝛼)
− 𝜆2𝐶𝑎0𝑛𝑡1+𝑛−3𝑛𝛼

2𝑚𝑏
2𝑎03𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼)

±

±∫ 𝜆
2𝑚𝑏

2𝑎03𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼)
√ 𝜆2𝐶2

4𝑚𝑏
4𝑎06𝑡6𝛼

− 1
𝑚𝑏
2 (
𝜉(2−𝑛)С𝑛

𝑎03𝑛𝑡3𝑛𝛼
+ 2𝛼−6𝛼2

𝑡2
) + 𝐷10)], 
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𝜓2 = 𝐵20

𝑎0

3
2𝑡

3
2𝛼

exp [−𝑖(− 𝑞2𝐶′𝑡1−3𝛼

𝑚𝑣
2𝑎0

3(1−3𝛼)
− 𝜉𝑛С𝑛−1𝑡1−3𝑛𝛼

𝑎0
3𝑛(1−3𝑛𝛼)

− 𝜆2𝐶𝑎0
𝑛𝑡1+𝑛−3𝑛𝛼

2𝑚𝑏
2𝑎0

3𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼)
±

± ∫ 𝜆
2𝑚𝑏

2𝑎0
3𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼) √ 𝜆2𝐶2

4𝑚𝑏
4𝑎0

6𝑡6𝛼 − 1
𝑚𝑏

2 (𝜉(2−𝑛)С𝑛

𝑎0
3𝑛𝑡3𝑛𝛼 + 2𝛼−6𝛼2

𝑡2 ) + 𝐷20)], 

𝜓3 = 𝐵30

𝑎0

3
2𝑡

3
2𝛼

exp [−𝑖(− 𝑞2𝐶′𝑡1−3𝛼

𝑚𝑣
2𝑎0

3(1−3𝛼)
− 𝜉𝑛С𝑛−1𝑡1−3𝑛𝛼

𝑎0
3𝑛(1−3𝑛𝛼)

− 𝜆2𝐶𝑎0
𝑛𝑡1+𝑛−3𝑛𝛼

2𝑚𝑏
2𝑎0

3𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼)
±

± ∫ 𝜆
2𝑚𝑏

2𝑎0
3𝑛(1+𝑛−3𝑛𝛼) √ 𝜆2𝐶2

4𝑚𝑏
4𝑎0

6𝑡6𝛼 − 1
𝑚𝑏

2 (𝜉(2−𝑛)С𝑛

𝑎0
3𝑛𝑡3𝑛𝛼 + 2𝛼−6𝛼2

𝑡2 ) + 𝐷30)]. 

 
Из уравнений Фридмана (9)-(10) вычислим, что 
 

𝜌 = 3𝐻2 = 3 𝑎̇2

𝑎2 = 3𝛼2

𝑡2 ,     (31) 
 

𝑝 = 3𝐻2 − 2𝐻̇ = 3𝛼2+2𝛼
𝑡2 .    (32) 

 
Уравнение состояния имеет вид 
 

𝑝 = 𝜔𝜌,                 (33) 
 

где 𝜔 - параметр уравнения состояния. 
 

𝜔 = 𝑝
𝜌

= −1 − 2𝐻̇
3𝐻2 = −1 + 2

3𝛼
.      (34) 

 
При -1 <𝜔<− 1

3
 - среда имеет отрицательную гравитацию, где происходит ускорение 

расширения Вселенной, и является квинтэссенцией (частице подобные возбуждения 
динамического скалярного поля)[4]. 

Параметр замедления q находится по формуле 
 

𝑞 = − 𝑎̈𝑎
𝑎2.      (35) 

 
В нашем случае он равняется 
 

𝑞 = − 𝛼2−𝛼
𝛼2 = −1 + 1

𝛼
,     (36) 

 
что соответствует современному условию при 𝛼 > 1 q < 0, допускающее ускоренное 
расширение Вселенной. 

Параметр рывка Вселенной. 
 

𝑗 = 𝑎𝑎2

𝑎3 = 𝛼(𝛼−1)(𝛼−2)
𝛼3 .     (37) 

 
Физические модели описывают только текущее понимание космологических 

процессов, для которых они созданы. Эффективность этих моделей определяется их 
гибкостью, т.е. способностью перестраиваться при появлении новых наблюдательных 
данных. Поэтому исследование любой активно действующей модели сопровождается ее 
многочисленными модификациями. Для модели типа Валецки мы определили уравнение 
движения, функции скалярного поля 𝜙 и фермионного поля 𝜓. Восстановили потенциалы. 
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Параметры уравнения состояния, замедления и рывка описывают кинематику 
космологического расширения. 

Данное исследование финансируется Комитетом науки Министерства образования и 
науки Республики Казахстан AP08955524. 
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Қазіргі кезде Ғаламның үдемелі ұлғаюы – космологиядағы ең зерттелетін және өзекті 

мәселелердің бірі болып табылады. Осы ұлғаюды зерттеу барысында көптеген 
космологиялық модельдер ұсынылуды. Бұл модельдердің көбісі Римандық кеңістік-
уақытында қарастырылуда. Бірақ соңғы уақыттарда Римандық емес кеңістік уақытындағы 
зерттеулер қызығушылық білдіруде. Соның бірі метрикалық емес скалярына тәуелді )(Qf  
гравитациясы. Бұл гравитацияның көптеген қасиеттері зерттеліп, зерделенуде. Енді біз   

)(Qf  гравитациясы геометрикалық шолу жасаймыз [1-4]. Бұл жерде біз  симметриялы 
телепараллель гравитация үшін әсер осы өрнекпен анықталатындығын қарастырдық  

 

 xdgLxdgf(Q)S= m
44

2
1

��� ³³  (1) 

 
мұндағы f  функциясы Q скалярына тәуелді функция болып табылады. Ал g  болса 

PQg  метрикасының анықтауышы, mL  Лагранжиан материясының тығыздығы. 
Метрикалық емес тензорды және оның іздерін келесідей жазуға болады 
 PQOOPQ gQ �=  (2) 
 
 DP

P
DP

P
DD QQQQ =~,=  (3) 

 
Сонымен қатар, метрикалық емес тензор көмегімен суперпотенциалды жаза аламыз 
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