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The fractional q-integral is defined by 
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The fractional q–derivative of Riemann–Liouville type is 
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where [ ]α  denotes the smallest integer greater or equal to α . 
We consider the Cauchy type problem for the homogenous q-fractional differential 

equation  of order 0>α   with the following initial conditions:  
( )( ) ( ) 00, =−+ xyxxyDq

βα λ    ( )R∈> λα ,0                            (1) 

( )( ) k
k

q byD =+−
+ 00,

α ,   [ ]( )α−−==∈ nkRbk ,...,2,1;                  (2) 
with { }αβ −> .  

Theorem 1.  Let 0>α , [ ]α−−=n  R∈λ  and 0≥β . Then the Cauchy type problem (1)-

(2) has a unique solution ( ) [ ]baCxy nq ,,
α

α−∈  and this solution is given by  
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В данной работе определяется обобщенная дроб-максимальная функция. 

Сначала приведем необходимые определения и обзначения. 
Определение 1 [1].1 Отображение ][0,: 0 ∞→+Lρ  называется функциональной 

нормой (кратко: ФН), если для всех NnLfgf n ∈∈ + ,,, 0  выполнены условия: 
0,=0=)(1)( ffP ⇒ρ  −µ  почти всюду (кратко:   −µ  п.в); 
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          )()()(0;),(=)( gfgfff ρρρααραρ +≤+≥  (свойства нормы); 

,2)( gfP ≤  −µ(  п.в.) )()( gf ρρ ≤⇒  (монотонность нормы); 

))(()(3)( ∞→→⇒↑ nffffP nn ρρ (свойство Фату); 
.),(<)(<04)( 0

+∈≤⇒∞ ∫ LffcfdP ρµσµ σ
σ

 (Локальная интегрируемость); 

∞⇒∞ <)(<)(<05)( σcρσµP  (конечность ФН для характеристических функций )( σc  
множеств конечной меры).   

 Здесь ffn ↑  означает, что ffff n
n

nn =lim,1
∞→

+≤  ( −µ  п.в) 

Определение 2 [2]. Пространство XϵL0(Rn) называется идеальным пространством, 
если будет удовлетворять следующим условиям: 

 
(В1)  ‖𝑓𝑓‖ = 0 ⇔ 𝑓𝑓 = 0     𝜇𝜇𝑛𝑛- п.в.,  ‖𝛼𝛼𝑓𝑓‖ = 𝛼𝛼‖𝑓𝑓‖,  𝛼𝛼 ≥ 0;  
         ∃𝐶𝐶𝐶𝐶[1,∞): ‖𝑓𝑓 + 𝑔𝑔‖ ≤ 𝐶𝐶(‖𝑓𝑓‖ + ‖𝑔𝑔‖);      (1) 
(В2)  0 ≤ 𝑓𝑓 ≤ 𝑔𝑔   (𝜇𝜇𝑛𝑛- п.в.)  ⇒ ‖𝑓𝑓‖ ≤ ‖𝑔𝑔‖; 
(В3)  0 ≤ 𝑓𝑓𝑚𝑚 ↑ 𝑓𝑓   (𝜇𝜇𝑛𝑛- п.в.)  ⇒ ‖𝑓𝑓𝑚𝑚‖ ↑ ‖𝑓𝑓‖; 
(В4)  ‖𝑓𝑓‖ < ∞ ⇒ |𝑓𝑓| < ∞   (𝜇𝜇𝑛𝑛- п.в.);  (1’) 
 
В (1) неравенстве треугольников при  𝐶𝐶 = 1  пространство  𝑋𝑋  будет нормированным, 

а при  𝐶𝐶 > 1  квази-нормированным пространством. 
Банахово-функциональное пространство (БФП) удовлетворяет свойствам (В1)-(В3) с  

𝐶𝐶 = 1 в неравенстве  (1), свойство (B4) заменяется более строгим предположением: 
(В4)’  Ω𝐶𝐶𝑅𝑅𝑛𝑛,   |Ω| ≡ 𝜇𝜇𝑛𝑛(Ω) < ∞ ⇒ ∫ |𝑓𝑓|Ω 𝑑𝑑𝜇𝜇𝑛𝑛 ≤ 𝑐𝑐Ω‖𝑓𝑓‖ ,  

а дополнительное свойство имеет место:  
(В5)  Ω𝐶𝐶𝑅𝑅𝑛𝑛,   |Ω| ≡ 𝜇𝜇𝑛𝑛(Ω) < ∞ ⇒ ‖𝜒𝜒Ω‖ < ∞ ,  
 
 Определение 3.2 Пусть ρ  есть ФН. Множество )(= ρXX  функций из 0L , для 

которых ∞<|)(| fρ  называется БФП, порожденным ФН .ρ  Для Xf ∈  полагаем  

 |).(|= ff
X

ρ  

  Пример 1. Пусть ,= nRS  nµµ ≡ -мера Лебега в ,nR  ),(;1 0
nRLup ∈∞≤≤  

,<<0 ∞u  ( −µ п.в); 1.=11),(1),( '' pp
RlocL

u
RLu n

p
nloc

p +∈∈  

Пространство )(= ,
n

up RLX  с нормой 
pLX fuf ���� =  т.е.  

 ∞∞≤














∞∫ =,=;<1,||=

1

puffpduff
LX

p
p

nR
X

µ  

является БФП. 
Обозначим для 0Lf ∈   

 { } )[0,,|>)(|:=)( ∞∈∈ yyxfSxyf µλ  (2) 

 -Лебегова функция распределения. Через 0
•

L  обозначим множество функций 0Lf ∈  для 
которых )(yfλ  не тождественна бесконечности, т.е. .<)(:)[0, 00 ∞∞∈∃ yy fλ  Для 
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0
•

∈ Lf  введем убывающую перестановку *f  как правую обратную функцию к 
убывающей функции ,fλ  т.е.  

 { } )(0,=,)(:)[0,inf=)(* ∞∈≤∞∈ +Rttyytf fλ  (3) 

Известно, что ;),(=0)(;0 ***
+∈+↓≤ Rttftff  *f  равноизмерима с |,| f  т.е. 

{ } )[0,),(=>)(: *
1 ∞∈∈ + yyytfRt fλµ  кроме того, для 0

•

∈ Lf  имеем: 

п.в.)(,|<)(|)(0,)( −∞⇔+∞→→ µλ xfyyf  на .S  Определим отношения порядка для 

функций из :0

+•

L   
 ))((0,);()(1) ** Sttgtfgf µ∈≤⇔  (4) 

 ))((0,;2) *

0

*

0

Stdgdfgf
tt

µtt ∈≤⇔ ∫∫  (5) 

Отношение порядка (5) подчинено отношению (4); оба они подчинены поточечной 
оценке µ -п.в.. Эквивалентность функций в смысле отношения (4) означает их 
равноизмеримость. 

 Определение 4. 3 Пусть ρ  есть ФН. Скажем, что ρ  согласована с отношением 

порядка ,  если для gfLgf ,, 0
+∈  имеем ).()( gf ρρ ≤  

Отметим, что по свойству 2)(P  любая ФН согласована с поточечной оценкой:  
 ).()(п.в.)( gfgf ρρµ ≤⇒−≤  (6) 
 
Определение 5.4 ФН ρ  называется перестановочно инвариантной, если  
 
 ).()(** gfgf ρρ ≤⇒≤  (7) 
 
БФП ),(= ρXX  порожденное перестановочно инвариантной ФН ,ρ  будем 

называть перестановочно инвариантным пространством (кратко: ПИП).   
Примерами ПИП служат пространства Лебега ),( n

p RL  пространства Лоренца, 
Орлича. 

Для измеримой функции RRf n →:  обозначим через #f  симметрическую 
перестановку функции, т.е. радиально симметричную неотрицательную функцию, 
убывающую и непрерывную справа как функция сферического радиуса |=| xρ  и 

равноизмеримую с f  . Известна формула, связывающая убывающую перестановку *f  и 

симметрическую перестановку #f . Именно,  
 
 ),||(=)( *# n

n xVfxf    (8) 
 

где nV - объем шара единичного радиуса. А именно 𝜆𝜆𝑓𝑓∗ = 𝜆𝜆𝑓𝑓, более того 
𝑓𝑓#(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓0(|𝑥𝑥|), 0 ≤ 𝑓𝑓0(𝜌𝜌) = 𝑓𝑓∗(𝑉𝑉𝑛𝑛𝜌𝜌𝑛𝑛) ↓, 𝜌𝜌 ∈ 𝑅𝑅+. 
Определение 6.5 Идеальное пространство E = E(Rn) ⊂ L0(Rn) называется обобщенно 

перестановочным инвариантным пространством (ОПИП), если выполняются следующие 
дополнительные предложения: 
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1. (Квази)норма ‖∙‖𝐸𝐸(𝑅𝑅𝑛𝑛) зависит только от симметричной перестановки функций: а 
именно 

‖𝑓𝑓‖𝐸𝐸(𝑅𝑅𝑛𝑛) = ‖𝑓𝑓#‖𝐸𝐸(𝑅𝑅𝑛𝑛) 
2. Е имеет дополнительные свойства: 

(Р6) Ω ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛, |Ω| ≡ 𝜇𝜇𝑛𝑛(Ω) < ∞ ⇒ 𝜑𝜑𝐸𝐸(|Ω|) ≔ ‖𝜒𝜒Ω‖𝐸𝐸 < ∞; 
(Р7) ‖𝜎𝜎m‖𝐸𝐸→𝐸𝐸 < ∞,𝑚𝑚 ∈ (1;∞);  𝜎𝜎m(𝑓𝑓)(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑚𝑚−1𝑦𝑦),𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛, 

здесь 𝜑𝜑𝐸𝐸 называется фундаментальной функцией для ОПИП 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸(𝑅𝑅𝑛𝑛), 𝜎𝜎m- оператор 
расширения. 

Пример 2. Пусть 0 < 𝑝𝑝 ≤ ∞; 𝑣𝑣 ∈ 𝐿𝐿0(𝑅𝑅𝑛𝑛), 0 < 𝑣𝑣 < ∞ п.в. в 𝑅𝑅𝑛𝑛.  

𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑣𝑣 = �𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿0(𝑅𝑅𝑛𝑛):‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑣𝑣 = �� |𝑓𝑓𝑣𝑣|𝑝𝑝𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑅𝑅𝑛𝑛

�

1
𝑝𝑝

< ∞� , 0 < 𝑝𝑝 < ∞  

𝐿𝐿∞,𝑣𝑣 = �𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿0(𝑅𝑅𝑛𝑛):‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿∞,𝑣𝑣 = ‖𝑓𝑓𝑣𝑣‖𝐿𝐿∞(𝑅𝑅𝑛𝑛) < ∞�,   𝑝𝑝 = ∞  
тогда 𝐸𝐸 = 𝐿𝐿𝑝𝑝,𝑣𝑣 идеальное пространство в 𝑅𝑅𝑛𝑛.  

Введем подпространство в 𝐿𝐿0 ≡ 𝐿𝐿0(𝑅𝑅𝑛𝑛) и в  𝐿𝐿0̇ ≡ 𝐿𝐿0̇(𝑅𝑅𝑛𝑛): 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸 – обобщенное 
глобальное пространство Морри, 𝐿𝐿𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸  – обобщенное локальное пространство Морри, 
𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸 – пространство типа Морри. Соответсвенно:  

𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸 = �𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿0: ‖𝑓𝑓‖𝐺𝐺𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝
𝑥𝑥∈𝑅𝑅𝑛𝑛 �‖𝑓𝑓‖𝐸𝐸�𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑡𝑡)��𝐸𝐸

< ∞�; 

𝐿𝐿𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸 = �𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿0: ‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸 = �‖𝑓𝑓‖𝐸𝐸(𝐵𝐵𝑡𝑡)�𝐸𝐸 < ∞�; 

𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸 = �𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿0: ‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿𝐺𝐺𝐸𝐸𝐸𝐸 = �‖𝑓𝑓#‖𝐸𝐸(𝐵𝐵𝑡𝑡)�𝐸𝐸 < ∞�;  
Здесь 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = {𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛: |𝑦𝑦 − 𝑥𝑥| < 𝑡𝑡}, 𝐵𝐵𝑡𝑡 = 𝐵𝐵(0, 𝑡𝑡), |𝐵𝐵𝑡𝑡| = 𝑣𝑣𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛. Мы используем 

обозначения  
‖𝑓𝑓‖𝐸𝐸�𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑡𝑡)� ≔ �𝑓𝑓𝜒𝜒𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑡𝑡)�𝐸𝐸,  ‖𝑓𝑓#‖𝐸𝐸(𝐵𝐵𝑡𝑡) ≔ �𝑓𝑓#𝜒𝜒𝐵𝐵𝑡𝑡�𝐸𝐸.  
 
Лемма 1.  Пусть 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹(𝑅𝑅+) идеальное пространство, а 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸(𝑅𝑅𝑛𝑛) обобщенное 

перестановочно инвариантное пространство,  𝑓𝑓# - симметрическая перестановка. Тогда 
имеет место соотношение:  

 
�‖𝑓𝑓#‖𝐸𝐸(𝐵𝐵𝑡𝑡)�𝐸𝐸 ≈

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝
𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛

�‖𝑓𝑓#‖𝐸𝐸�𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑡𝑡)��𝐸𝐸
 

 
 
Определение 7. Функция Mρf(x) называется обобщенно дробно-максимальной 

функцией  

𝐺𝐺𝜌𝜌𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝
𝑡𝑡 > 0

𝜌𝜌(𝑡𝑡)
𝑡𝑡𝑛𝑛

� 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑡𝑡)

 

где 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) это шар с центром в точке  𝑥𝑥  и радиусом  𝑡𝑡. При   𝜌𝜌(𝑥𝑥) =  |𝑥𝑥|𝛼𝛼, 𝛼𝛼 ∈ [0,𝑛𝑛) 
получаем классическую дробно-максимальную функцию  𝐺𝐺𝛼𝛼𝑓𝑓. 

Лемма 2. Пусть ρ(r) = rnΦ(r) ↑, Φ(r) ↓-квази монотонная функция. 𝐺𝐺𝜌𝜌𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
обобщенно дробно-максимальная функция, 𝐺𝐺-ядро отображения, свертка  𝐺𝐺 ∗ 𝑓𝑓 
определяется интегралом  

 

(𝐺𝐺 ∗ 𝑓𝑓)(𝑥𝑥) = (2𝜋𝜋)−
𝑛𝑛
2 �𝐺𝐺(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑅𝑅𝑛𝑛

 

 
Тогда имеет место следующее неравенство:   
𝐺𝐺𝜌𝜌𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≲ (𝐺𝐺 ∗ 𝑓𝑓)(𝑥𝑥). 
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Теорема 1. Пусть 𝜌𝜌 – возрастающая функция определенная на 𝑅𝑅+. Φ(𝑟𝑟) ↓ – квази-
убывающая монотонная функция. Тогда для обощенной дробно-максимальной функции 
𝐺𝐺𝜌𝜌𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

 выполняются оценки:  

�𝐺𝐺𝜌𝜌𝑓𝑓�
∗(𝑡𝑡) ≤ 𝑐𝑐

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝
𝑠𝑠 ≥ 𝑡𝑡

𝜌𝜌�𝑠𝑠1/𝑛𝑛�
𝑠𝑠

�𝑓𝑓∗(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑠𝑠

0

 

�𝐺𝐺𝜌𝜌𝑓𝑓#�
∗(𝑡𝑡) ≥ 𝑐𝑐2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝
𝑠𝑠 ≥ 𝑡𝑡

𝜌𝜌�𝑠𝑠1/𝑟𝑟�
𝑠𝑠

�𝑓𝑓∗(𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑠𝑠

0

. 
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 Бұл жұмыста ізделінетін функция мен қоса оның бірінші ретті туындысы кіретін 
шекаралық шарты бар екінші ретті эллиптикалық теңдеу үшін есепті қарастырамыз. 
Мұндай есеп көлбеу туындысы бар шекаралық есеп деп аталады. Оларды алғаш рет А. 
Пуанкаре толқындар теориясына байланысты қарастырды.  

 В  есебінің қойылуы [1]. D  - 2R -дегі кейбір бір байланысты кеңістік болсын. D  
облысында  
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теңдеуді және  

Dtt
y
Vt

x
Vt ∂=Γ∈=

∂
∂

−
∂
∂ ),()()( γβα                                           (2) 

 
шекаралық шартты қанағаттандыратын ),( yxV  шешімін табу қажет. 

Осындай типті есептерді зерттеу қызығушылық тудырады, себебі олар классикалық 
жағдайларға жатпайды. Бұл есептерде классикалық потенциалдар әдісін қолдану, әдетте 
Фредгольмның қарапайым альтернативасы сақталмайтын сингулярлы интегралдық 
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