
Теорема 2. Пусть 0 <∝< 2𝑛𝑛,  0 < 𝜆𝜆 < 𝑛𝑛, 1
2

< 𝑝𝑝 < 𝑛𝑛−𝜆𝜆
∝

,  1 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2 < ∞, 1
𝑝𝑝

= 1
𝑝𝑝1

+ 1
𝑝𝑝2

, 1 < 𝑞𝑞 <

∞,  1
𝑞𝑞

= 1
𝑝𝑝

+ ∝
𝑛𝑛−𝜆𝜆

. Если 𝑤𝑤,  𝑤𝑤1,  𝑤𝑤2 удовлетворяют условиям a)-d) и 𝑤𝑤(𝑟𝑟) ≤ 𝑟𝑟𝜆𝜆 для любого 
𝑟𝑟 > 0, 𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉𝐺𝐺𝐵𝐵, тогда коммутаторы билинейного потенциала Рисса [𝑏𝑏, 𝐼𝐼𝛼𝛼]𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2 
являются компактными операторами из 𝐺𝐺𝑝𝑝1, 𝑤𝑤1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝐺𝐺𝑝𝑝2, 𝑤𝑤2(𝑅𝑅𝑛𝑛) в 𝐺𝐺𝑞𝑞,𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑛𝑛). 

 При доказательстве теоремы 2 используются условия предкомпактности множеств 
в обобщенных пространствах Морри, полученные в работе [4]. 
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Ғылыми жетекшісі – Наурызбаев Н.Ж. 

«Негізгі математикалық модельдерге соңғы екі мыңжылдықта математика тарихында 
орталық және үнемі қайталанып жүретін тақырыптардың бірі − интеграл ұғымы 
кіреді» ([1], 199-200 беттер). Шынында да, интеграл − классикалық «шексіз» объект, оны 
белгілі бір мағынада ақырлы объектілермен жуықтау теориялық және қолданбалы 
математиканың көптеген зерттеулерінің мазмұны болып табылады. Оның айрықша 
маңыздылығы В. П. Хавин мына сөздерінен көруге болады ([2], 276 бет): «“Интеграл не 
үшін қажет?” деген сұрақтың “Математика не үшін қажет?” деген сұрақтан 
айырмашылығы жоқ, себебі математика қолданылатын барлық жерде интеграл да 
қолданылады». Квадратуралық (көп өлшемді жағдайда кубатурлық деп те аталады) 
формулалар (мысалы, [3]-[11] қараңыз) келесі қойылымда зерттеледі.  

Айталық, 𝑁𝑁 және 𝑠𝑠 (𝑁𝑁, 𝑠𝑠 = 1,2, … ) сандары және 𝑠𝑠-өлшемді  Ω = Ωs ⊂ Rs Жордан бойынша 
өлшемді жиыны берілсін және 𝑡𝑡𝑘𝑘 ∈  Ω (𝑘𝑘 = 1,2, … ,𝑁𝑁), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, … , 𝑡𝑡𝑁𝑁) болсын. 

𝛿𝛿𝑁𝑁(𝐹𝐹, Ф𝑁𝑁) = 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑓𝑓
𝜙𝜙𝑁𝑁∈Ф𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑛𝑛𝑓𝑓
𝑡𝑡
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝
𝑓𝑓∈𝐸𝐸

�∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 − 𝜙𝜙𝑁𝑁�𝑓𝑓(𝑡𝑡1), … ,𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑁𝑁)�𝛺𝛺 �,                        (1) 
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мұндағы, Ф− 𝜙𝜙𝑁𝑁 функцияларының белгілі бір тобы, 𝐹𝐹 – 𝛺𝛺𝑠𝑠- те анықталған қандай да бір 
сандық функциялар жиыны. Белгілі болғандай, қарапайым жағдайда F класстары дөңес 
және центрге қатысты симметриялы болғанда (1)-де ФN – ді барлық 𝜙𝜙𝑁𝑁(𝜏𝜏1, … , 𝜏𝜏𝑁𝑁) =
∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝜏𝜏𝑘𝑘𝑁𝑁
𝑘𝑘=1  сызықты функциялар жиынына ауыстырсақ, онда inf  өзгермейді. Тиісінше, 

соңғы қосынды 

𝛬𝛬𝑁𝑁(𝑓𝑓; 𝑡𝑡,𝑎𝑎) ≡�𝑎𝑎𝑘𝑘𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑘𝑘)
𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

                                                             (2) 

квадратуралық формула деп аталады, 𝑎𝑎 = (𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑁𝑁) ∈ 𝑅𝑅𝑁𝑁 және t жүйелері, сәйкесінше, 
оның салмақтары және түйіндері болып табылады. (2) қосынды үшін (1) шамасы 𝐹𝐹 
класының тегіне байланысты, бұл жағдайда 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑘𝑘) мәндері 𝑓𝑓 функциясының 𝑡𝑡𝑘𝑘  
маңайындағы өзгерісін сипаттайды. Алайда, интеграл астындағы функция  𝑔𝑔(𝑥𝑥)ℎ(𝑥𝑥) 
түрінде болса,  егер ℎ жылдам тербелмелі функция болса, онда 𝑔𝑔 тегіс функция болған  
жағдайдың өзінде де, (2)-дегі 𝑔𝑔(𝑡𝑡𝑘𝑘)ℎ(𝑡𝑡𝑘𝑘) мәндері tk маңайында, ол қаншалықты аз болса да 
∫ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)ℎ(𝑥𝑥)𝛺𝛺  интегралын жуықтап есептеу үшін  f(x)h(x) функциясының өзгеру тәртібін 
жеткілікті түрде сипаттай алмайды. Сондықтан интегралдардың бұл түрі үшін  

           ∫ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)ℎ(𝑥𝑥)𝛺𝛺   

квадратуралық формулаларды қолдану үшін  «oсцилляция теориясын» құрайтын басқа да 
әдістер қарастыру қажет.  

 

 [12] мақаласында осы теорияға қатысты жаңа көзқарас ұсынылды.  

Теорема А [12]. 𝜈𝜈𝑗𝑗
(0) ≥ 0 (𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑠𝑠) бүтін сандары берілсін және барлық бүтін 

𝜈𝜈𝑗𝑗 ≥ 𝜈𝜈𝑗𝑗
(0) сандары үшін келесі шарттарды қанағаттандыратындай �𝜆𝜆𝑛𝑛𝑗𝑗

�𝜈𝜈𝑗𝑗�(𝑗𝑗)� сандық 

тізбектері берілсін: 1) ( ) ( ) ( ) ( )j j

j jn nj jn nλ λ
−−= �𝑛𝑛𝑗𝑗 = 1,2, . . . . �; 2) барлық 𝑛𝑛𝑗𝑗 ≥ 2𝜈𝜈𝑗𝑗−1 үшін  

𝜆𝜆𝑛𝑛𝑗𝑗
�𝜈𝜈𝑗𝑗�(𝑗𝑗) = 0; 3)  𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚

𝜈𝜈𝑗𝑗→∞
𝜆𝜆𝑛𝑛𝑗𝑗
�𝜈𝜈𝑗𝑗� = 1;  4)  

( ) ( )

( )0

1j j

j j

j j

n n
n n

n n

λ λ −

>

− < +∞∑ �𝑛𝑛𝑗𝑗 ∈ 𝑍𝑍�. 

ℎ𝑗𝑗�𝑥𝑥𝑗𝑗� (𝑗𝑗 = 1, … , 𝑠𝑠) жылдам тербелмелі функциялары арқылы анықталған ℎ(𝑥𝑥) =
∏ ℎ𝑗𝑗�𝑥𝑥𝑗𝑗�𝑠𝑠
𝑗𝑗=1   функциясы  мен әр айнымалы үшін  1-периодты және 𝑅𝑅𝑠𝑠-те үзіліссіз 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

функциясы үшін келесі теңдік орынды 

� 𝑔𝑔(𝑥𝑥)ℎ(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
[0,1]𝑠𝑠

− 𝑄𝑄Λ = 

= � � ��𝜇𝜇𝑣𝑣𝑗𝑗�ℎ, 𝜏𝜏𝑗𝑗�
𝑠𝑠

𝑗𝑗=1

� � 𝑔𝑔�(2𝑣𝑣1𝑡𝑡1 + 𝜏𝜏1, … , 2𝑣𝑣𝑆𝑆𝑡𝑡𝑠𝑠 + 𝜏𝜏𝑠𝑠)
(𝑡𝑡1,…,𝑡𝑡𝑠𝑠)∈𝑍𝑍𝑠𝑠(𝜏𝜏1,…,𝜏𝜏𝑠𝑠)∈𝑍𝑍𝑠𝑠

−2𝑣𝑣1−1<𝜏𝜏𝑗𝑗≤2𝑣𝑣1−1

,
(𝑣𝑣1,…,𝑣𝑣𝑠𝑠)∈𝑍𝑍𝑠𝑠\𝛺𝛺:
𝑣𝑣𝑗𝑗≥𝑣𝑣𝑗𝑗(0)

 

мұндағы 
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𝑄𝑄Λ = �
1

2𝑣𝑣1+⋯+𝑣𝑣𝑠𝑠
� � ℎ(𝑥𝑥)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝑖𝑖(𝜏𝜏,𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

[0.1]𝑠𝑠𝜏𝜏=(𝜏𝜏1,…,𝜏𝜏𝑠𝑠)∈𝑍𝑍𝑠𝑠:
|𝜏𝜏𝑙𝑙|≤2𝑣𝑣𝑙𝑙−1
(𝑗𝑗=1,….𝑠𝑠)

×
(𝑣𝑣1,…,𝑣𝑣𝑠𝑠)∈Λ

 

× � � 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝑖𝑖(𝜏𝜏,𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 � …
2𝑣𝑣1−1

𝑘𝑘1=0[0.1]𝑠𝑠𝜏𝜏=(𝜏𝜏1,…,𝜏𝜏𝑠𝑠)∈𝑍𝑍𝑠𝑠:
|𝜏𝜏𝑙𝑙|≤2𝑣𝑣𝑙𝑙−1
(𝑗𝑗=1,….𝑠𝑠)

� �𝜇𝜇�𝜏𝜏𝑗𝑗 ,𝑘𝑘𝑗𝑗 , 𝑣𝑣𝑗𝑗�𝑒𝑒
−2𝜋𝜋𝑖𝑖

𝜏𝜏𝑗𝑗𝑘𝑘𝑗𝑗
2𝑣𝑣𝑗𝑗

𝑠𝑠

𝑗𝑗=1

2𝑣𝑣𝑠𝑠−1

𝑘𝑘𝑠𝑠=0

𝑔𝑔 �
𝑘𝑘1
2𝑣𝑣1

, … ,
𝑘𝑘𝑠𝑠
2𝑣𝑣𝑠𝑠

�, 

𝜇𝜇(𝜏𝜏𝑗𝑗,𝑘𝑘𝑗𝑗 , 𝑣𝑣𝑗𝑗) = (𝜆𝜆𝜏𝜏𝑗𝑗
�𝑣𝑣𝑗𝑗� − 𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛( 𝑣𝑣𝑗𝑗 − 𝑣𝑣𝑗𝑗(0)))(1 + (−1)𝑘𝑘𝑗𝑗 ⋅ 𝜆𝜆𝜏𝜏𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗−1),  

𝜇𝜇𝜈𝜈𝑗𝑗
𝜈𝜈𝑗𝑗�ℎ, 𝜏𝜏𝑗𝑗�

=

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ �𝜆𝜆𝜏𝜏𝑗𝑗

�𝜈𝜈𝑗𝑗� − 𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛�𝜈𝜈𝑗𝑗 − 𝜈𝜈𝑗𝑗
(0)� 𝜆𝜆𝜏𝜏𝑗𝑗

�𝜈𝜈𝑗𝑗−1�� ℎ�𝑗𝑗�𝜏𝜏𝑗𝑗�, �𝜏𝜏𝑗𝑗� < 2𝜈𝜈𝑗𝑗−2 ,

𝜆𝜆𝜏𝜏𝑗𝑗
�𝜈𝜈𝑗𝑗�ℎ�𝑗𝑗�𝜏𝜏𝑗𝑗� − 𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛�𝜈𝜈𝑗𝑗 − 𝜈𝜈𝑗𝑗

(0)� 𝜆𝜆
𝜏𝜏𝑗𝑗−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 𝜏𝜏𝑗𝑗2

𝜈𝜈𝑗𝑗−1
�𝜈𝜈𝑗𝑗−1� ℎ�𝑗𝑗�𝜏𝜏𝑗𝑗 − 𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛 𝜏𝜏𝑗𝑗 2𝜈𝜈𝑗𝑗−1�, 2𝜈𝜈𝑗𝑗−2 < �𝜏𝜏𝑗𝑗� < 2𝜈𝜈𝑗𝑗−1,

𝜆𝜆
−2𝜈𝜈𝑗𝑗−1
�𝜈𝜈𝑗𝑗� ℎ�𝑗𝑗(−2𝜈𝜈𝑗𝑗−1) + 𝜆𝜆

2𝜈𝜈𝑗𝑗−1
�𝜈𝜈𝑗𝑗� ℎ�𝑗𝑗(2𝜈𝜈𝑗𝑗−1) − 𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛�𝜈𝜈𝑗𝑗 − 𝜈𝜈𝑗𝑗

(0)� 𝜆𝜆0
�𝜈𝜈𝑗𝑗−1� ⋅ ℎ�𝑗𝑗(0), 𝜏𝜏𝑗𝑗 = 2𝜈𝜈𝑗𝑗−1,

𝜆𝜆𝜏𝜏𝑗𝑗
�𝜈𝜈𝑗𝑗�ℎ�𝑗𝑗�𝜏𝜏𝑗𝑗� − 𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛�𝜈𝜈𝑗𝑗 − 𝜈𝜈𝑗𝑗

(0)� �𝜆𝜆𝜏𝜏𝑗𝑗
�𝜈𝜈𝑗𝑗−1�ℎ�𝑗𝑗�𝜏𝜏𝑗𝑗� + 𝜆𝜆−𝜏𝜏𝑗𝑗

�𝜈𝜈𝑗𝑗−1�ℎ�𝑗𝑗�−𝜏𝜏𝑗𝑗�� , 𝜏𝜏𝑗𝑗 = ±2𝜈𝜈𝑗𝑗−2,

 

ℎ�𝑗𝑗�𝜏𝜏𝑗𝑗� = �ℎ𝑗𝑗�𝑥𝑥𝑗𝑗�𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝑖𝑖𝜏𝜏𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗𝑑𝑑𝑥𝑥𝑗𝑗

1

0

 (𝑗𝑗 = 1, … , 𝑠𝑠), 𝑔𝑔�(𝑚𝑚) = � 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝑖𝑖(𝑚𝑚,𝑥𝑥)

[0,1]𝑠𝑠

. 

      Бұл мақала осы төңірегіндегі мәселелерге  арналған. 

Теорема 1. Айталық  𝑠𝑠 = 1,2, … және  𝑟𝑟 > 1
2
 сандары берілсін және  

ℎ(𝑥𝑥) = ∏ ℎ𝑛𝑛𝑗𝑗�𝑥𝑥𝑗𝑗�
𝑠𝑠
𝑗𝑗=1 = ∏ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑗𝑗 𝑎𝑎𝑟𝑟𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑠𝑠(2𝑥𝑥𝑗𝑗−1))

�1−(2𝑥𝑥𝑗𝑗−1)2
𝑠𝑠
𝑗𝑗=1   �𝑛𝑛𝑗𝑗 ∈ 𝑍𝑍�,Λ𝑞𝑞 = �(𝜈𝜈1, … , 𝜈𝜈𝑠𝑠) ∈ 𝑍𝑍𝑠𝑠: 𝜈𝜈𝑗𝑗 ≥ 𝜈𝜈𝑗𝑗

(0),

𝜈𝜈1 + ⋯+ 𝜈𝜈𝑠𝑠 ≤ 𝑞𝑞�  болсын . Онда 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝
𝑓𝑓∈𝑆𝑆𝑊𝑊2

𝑟𝑟(0,1)𝑠𝑠
�� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

[0,1]𝑠𝑠
ℎ(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 − 𝑄𝑄Λ𝑞𝑞� ≻≺ (𝑙𝑙𝑛𝑛𝑁𝑁)𝑟𝑟(𝑠𝑠−1)+1𝑁𝑁−𝑟𝑟−1.

 
 

Ескерту.
 
𝑄𝑄Λ𝑞𝑞 дегі   ℎ�𝑛𝑛(𝜏𝜏) коэффициенттерін  

ℎ�1 (𝜏𝜏) =  ∫ ℎ1
1
0 (𝑥𝑥)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝑖𝑖𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 =   ∫ 𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝑖𝑖𝑥𝑥𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛 (𝑎𝑎𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑠𝑠 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥1

0  = 𝐵𝐵(1,𝜋𝜋 𝜏𝜏)
𝜏𝜏

 , 

ℎ�2 (𝜏𝜏) =  � ℎ2
1

0
(𝑥𝑥)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝑖𝑖𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 =   � 𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝑖𝑖𝑥𝑥 sin(2 arccos 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

1

0
 = −

2𝑖𝑖𝐵𝐵(0,𝜋𝜋 𝜏𝜏)
𝜏𝜏

+
4𝑖𝑖𝐵𝐵(1,𝜋𝜋 𝜏𝜏)

𝜏𝜏2
, 

ℎ�𝑛𝑛+1 (𝜏𝜏) = � 𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝑖𝑖𝜏𝜏𝑥𝑥 sin(𝑛𝑛 arccos 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

= (𝑛𝑛 + 1)
ℎ�𝑛𝑛−1(𝜏𝜏)
𝑛𝑛 − 1

+
2ℎ�𝑛𝑛(𝜏𝜏)
𝜋𝜋𝜏𝜏

𝑖𝑖  (𝑛𝑛 =  2, 3, . . . ; 𝜏𝜏 ∈ 𝑍𝑍{0}, 
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рекурентті формулалары арқылы есептеуге болатынды, мұндағы 𝐵𝐵 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) - Бессель 
функциясы. 
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