
     Оқытудың белсенді әдістерін қолдану сабақтың тиімділігін арттырып қана қоймай, 
сонымен бірге жеке тұлғаның дамуын үйлестіреді, бұл тек белсенді әрекетте болады. 
Сонымен, оқытудың белсенді әдістері дегеніміз - оқушылардың мұғалім ғана емес, 
оқушылар да белсенділік танытқан кезде материалды игеру барысында белсенді ойлауға 
және тәжірибе жасауға ынталандыратын оқушылардың білімдік-танымдық белсенділігін 
арттыру жолдары. Жақсы ойластырылған оқыту әдістемесіз бағдарламалық материалды 
игеруді ұйымдастыру қиын. Сондықтан студенттерді танымдық ізденіске, оқу жұмысына 
тартуға көмектесетін оқыту әдістері мен құралдарын жетілдіру қажет: олар студенттерді 
белсенді түрде оқуға, өз бетінше білім алуға, өз ойларын қозғауға және пәнге деген 
қызығушылықты дамытуға көмектеседі. 
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Аннотация: в данной статье установлена частичная рекурсивность функций 
вычитания, деления и функции  
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Также показано, как из данных частично рекурсивных функций можно построить 
новые частично рекурсивные функции. 

Ключевые слова: функция, рекурсия, суперпозиция, подстановка, арифметическая 
функция, механизм, частично рекурсивная функция, минимизация, примитивная 
рекурсия. 

Нам будут даны три простейшие вычислимые функции 
( ) ( ) ( ) ( ).,2,1;1,,,1,00 1 22 =≤≤=+== nnmxxxIxxSx mn

n
m  С помощью некоторых 

операций из них будем строить новые вычислимые функции. Операции над числовыми 
функциями далее называются операторами. 
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Оператор суперпозиции. Пусть заданы n каких-либо частичных функций nff ,,1 2  
от одного и того же числа m переменных, определенных на каком-то множестве A со 
значениями в множестве B, и пусть на множестве B определена частичная функция f от n 
переменных, значения которой принадлежат некоторому третьему множеству C. Введем 
теперь частичную функцию g от m переменных, определенную на A со значениями в C, 
полагая по определению 

( ) ( ) ( )( )mnmm xxfxxffxxg ,,,,,,,, 1111 2222 =  

для произвольных mxx ,,1 2  на A. Поэтому говорят, что функция g получается операцией 

суперпозиции или подстановки из функций f, nff ,,1 2 .  

Операция подстановки обозначается символом 1+nS , индекс сверху означает число 
функций. Через nF  обозначим совокупность всех частичных числовых функций от n 
переменных. Оператор Sn+1 является всюду определенной функцией из mmn FFF 2××  в 

mF .  

Терм ( )n
n fffS ,,, 1

1 2+

 имеет определенное значение (равное частичной m-местной 
функции) тогда и только то гда, ко гда зн ачением пе ременной f бу дет n- местная 

фу нкция, а зн ачениями си мволов nff ,,1 2  бу дут ча стичные фу нкции от од ного и то го 
же чи сла переменных. 

Пример. Пу сть за даны об ычные фу нкции + и × . Фу нкция от x1, x2, x3, 

им еющая те рмальное пр едставление 321 xxx +× , яв ляется зн ачением оп ераторного 
те рма 

( )( )3
3

3
2

3
1

33 ,,, IIISS ×+ . 

Оператор пр имитивной рекурсии. Пусть заданы ка кие-нибудь чи словые 
ча стичные фу нкции: n- местная g и (n + 2) - ме стная h. Го ворят, что )1( +n  - ме стная 
ча стичная фу нкция f во зникает из фу нкций g и h пр имитивной ре курсией, ес ли для 

вс ех на туральных зн ачений yxx n ,,1 2  

( ) ( ) )1(,0,, 11 nn xxgxxf 22 =  

( ) ( )( ) )2(,,,,,1,, 111 yxxfyxxhyxxf nnn 222 =+  
Од номестная ча стичная фу нкция f во зникает пр имитивной ре курсией из 

по стоянной од номестной фу нкции, ра вной чи слу a, и дв уместной ча стичной фу нкции 
h, ес ли 

( ) )3(,0 af =  
( ) ( )( ) )4(.,1 xfxhxf =+  

Ес ли фу нкция f существует, то из (1) и (2) по следовательно на ходим  
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( ) ( ),,0,, 11 nn xxgxxf 22 =  

( ) ( )( ),,,0,,1,, 111 nnn xxgxxhxxf 222 =  

…………………………………………..    )5(  

( ) ( )( ).,,,,,1,, 111 mxxgmxxhmxxf nnn 222 =+  
и по тому f оп ределена однозначно. Из со отношений (5 ), в ча стности, ви дно, что ес ли 

для не которых txx n ,,1 2 зн ачение ( )txxf n ,,1 2  не определенное, то не определенными 

бу дут и зн ачения ( )yxxf n ,,1 2  для вс ех ty ≥ . 

Чт обы при за данных ча стичных фу нкциях g, h на йти фу нкцию f, возникающую из них 
пр имитивной ре курсией, до статочно ра венства (5) пр инять в ка честве ра венств, 
оп ределяющих зн ачения фу нкции f. Та ким об разом, для лю бых ча стичных n- местной 
фу нкции g и (n + 2) - ме стной фу нкции h (n = 0, 1, 2, …) су ществует од на и то лько од на 
ча стичная (n + 1) - ме стная фу нкция f, во зникающая из g и h пр имитивной рекурсией. 
Си мволически пи шут  

( )hgRf ,=  
и ра ссматривают R как си мвол дв уместной ча стичной оп ерации, оп ределенной на 
мн ожестве F вс ех ча стичных функций. Из со отношений (5) вы текает, что ес ли функции 
g и h всюду определены, то и функция f всюду определена.  

Оператор минимизации. Рассмотрим какую-нибудь n-местную ( 1≥n ) частично 
числовую функцию f. Допустим, что существует какой-либо «механизм» для вычисления 
значений функции f, причем значение функции f не определено тогда и только тогда, 
когда этот механизм работает бесконечно, не выдавая никакого определенного результата. 

Фиксируем какие-нибудь значения 11 ,, −nxx 2  для первых 1−n  аргументов функции f и 
рассмотрим уравнение 

 

Чтобы найти решение y (натуральное) этого уравнения, будем вычислять при 

помощи указанного выше «механизма» последовательно значения ( )yxxf n ,,, 11 −2  для y = 

0, 1, 2, ... Наименьшее значение a, для которого получится ( ) nn xaxxf =− ,,, 11 2 , обозначим 
через 

( )( ) )7(.,, 11 nny xxxf =−2µ  
Описанный процесс нахождения значения выражения (7) будет продолжаться 

бесконечно в следующих случаях: 

а) значение ( )0,,, 11 −nxxf 2 не определено;  

б) значения ( )yxxf n ,,, 11 −2  для 1,,1,0 −= ay 2  определены, но отличны от xn, а 

значение ( )axxf n ,,, 11 −2  не определено; 

( ) nn xyxxf =− ,,, 11 2
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в) значения  ( )yxxf n ,,, 11 −2  определены для всех 2,2,1,0=y и отличны от xn. 
Во всех этих случаях значение выражения (7) считается неопределенным. В 

остальных случаях данный процесс обрывается и дает наименьшее решение ay =  
уравнения (6). 

Для частичных функций ( )yxxf n ,,, 11 −2  выражение (7), строго говоря, не есть 

наименьшее решение уравнения (1). Если же функция ( )yxxf n ,,, 11 −2 всюду определена и 
уравнение (6) имеет решение, то (7) есть наименьшее решение для (6). 

Значение выражения при заданной функции f зависит от выбора значений для 
параметров nn xxx ,,, 11 −2  и потому оно есть функция (частичная) от аргументов nxx ,,1 2 . 
Эту функцию обозначим символически через Mf, где M – символ операции, переводящей 
функцию f в функцию Mf. Если заданная функция f одноместна, то функцию Mf 
обозначают часто через f -1 и называют обращением функции f или обратной функцией. 
Таким образом, 

( ) ( )( ).1 xyfxf y ==− µ  

Для многоместных функций f запись 1−f  не употребительна. В дальнейшем 
оператор M будем называть оператором минимизации. 

Есть и другое определение оператора минимизации. Здесь мы будем рассматривать 

( )1+n  - местную частично числовую функцию ( )yxxf n ,,,1 2 . Даем какие-нибудь значения 
x1, …, xn  для первых n аргументов функции f и рассмотрим уравнение 

( ) 0,,,1 =yxxf n2 . 

Наименьшее значение a, для которого получится ( ) 0,,,1 =yxxf n2 , обозначим через 

( )( )0,,,1 =yxxf ny 2µ , то есть ( )( )0,,,1 == yxxfa ny 2µ .  

Теорема 1. Следующие функции являются частично рекурсивными: 

1)  нигде не определенная функция, то есть функция ω(х) с пустой областью определения; 

2)  ( )


 ≥−

=
случаяхостальныхвнонеопределе

,
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yеслиxyx
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3)  ( )






=
случаяхостальныхвнонеопределе
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Теорема 2. Если функция f(x1, …, xn) частично рекурсивна, то следующие функции 
частично рекурсивны: 

1) ( ) ( )nn xxxxfxxxxg ,,,,,,,, 3123211 22 = ; 

2) ( ) ( )1323212 ,,,,,,,, xxxxfxxxxg nn 22 = ; 

3) ( ) ( )nnn xxxfxxxxg ,,,,,,, 211213 22 =+ ; 

4) ( ) ( )12111211 ,,,,,,, −− = nn xxxxfxxxg 22 . 

Теорема 3. Если функции ( )yxx n ,,,1 2ϕ , ( )yxxg n ,,,1 2  и ( )yxxh n ,,,1 2  частично 
рекурсивны, то следующие функции частично рекурсивны. 

1) ( ) ( ) ( )[ ]yxxgyxxyxxf nnn ,,,,,,,, 1111 222 == ϕµ ; 

2) ( ) ( ) ( )[ ]yxxgyxxyxxf nnn ,,,,,,,, 1112 222 ≠= ϕµ ; 

3) ( ) ( ) ( )[ ]yxxgyxxyxxf nnn ,,,,,,,, 1113 222 ≤= ϕµ ; 

4) ( ) ( ) ( )[ ]yxxgyxxyxxf nnn ,,,,,,,, 1114 222 <= ϕµ ; 

5) ( ) ( ) ( )[ ]0,,,и0,,,,, 1115 === yxxgyxxyxxf nnn 222 ϕµ ; 

6) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxxhyxxgyxxyxxf nnnn ,,,,,,или0,,,,, 11116 2222 ≤== ϕµ . 
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   Аңдатпа: Мектептегі интерактивті оқыту әдістемесі ұғымы жаңа мағынаға ие 

болды. Бұл мұғалім мен оқушының өзара әрекеттесу процесі ғана емес – бұл оқу процесін 
ұйымдастырудың жаңа кезеңі. Мақалада автор оқытудың интерактивті әдістерін 
қолданудың ерекшеліктері қарастырған. Өзектілігі: Мектеп бағдарламасында қалыптасқан 
сабақ өту әдістерін жаңашаландырып, сабақ барысында оқушылардың белсенділігін 
арттыратын әдістерді қолдану. Мақсаты: оқушылардың сана белсенділіктерін арттырып, 
білім беру процесіне жұмылдыру.  

Кілтті сөздер: Интерактивті әдістер, сана белсенділігі, математика сабағы, негізгі 
мектеп. 
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