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Айталық f  – [0,1] кесіндісінде анықталған өлшемді функция және µ  - Лебег 

өлшемі. *f  функциясы f  функциясының өспейтін орын ауыстыруы, ол келесі түрде 
анықталады [1]:  
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1950 ж. Лоренц кеңістігін енгізді [1]. 
Айталық ,<1 ∞≤ p  и .1 ∞≤≤ q  pqL  Лоренц кеңістігі келесі түрде анықталады: 
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мұндағы )(* tf  – |)(| tf  функциясының өспейтін орын ауыстыруы. 

pqL  Лоренц кеңістігінің шкалалары Лебег кеңістігінің шкаласына қарағанда өте 
астарлы және ол дифференциалдық теңдеулерде, Фурье қатарларының теориясында, 
жуықтаулар теориясында, функционалдық кеңістіктер теориясында көп қолданыс табады. 

Айталық ∞≤ <1 p  болсын. Егер qp =  болса, онда pqL  Лоренц кеңістігі pL  
Лебег кеңістігімен беттеседі. 

Лоренц кеңістігінің негізгі қасиеттері олардың параметрлерінің иерархиялық 
тәуелділігі болып табылады, яғни келесі қасиеттер орындалады: 
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Лемма 1. ([1]) Егер ,<1 ∞≤ p  ∞≤ <<1 1qq  болса, онда келесі енгізу 
орындалады 

).(
1

1 pqLpqLpqpq fcfLL ≤⊂  

 

)(ωqΛ  жалпыланған Лоренц кеңістігін анықтайық. Айталық ω  - [0,1]  

кесіндісіндегі теріс емес функция. )(ωqΛ  жалпыланған Лоренц кеңістігі – бұл 
төмендегідей шарттарды қанағаттандыратын [0,1]  кесіндісінде анықталған барлық f  
өлшемді функциялар жиыны: 
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Егер ptt
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=)(ω  болса, онда )(ωΛq  жалпыланған Лоренц кеңістігі классикалық pqL
кеңістігімен беттеседі [2]. 

Айталық N∈kk)}({= µµ  - оң сандар тізбегі. )(µλq  Лоренц кеңістігі – бұл 

төмендегідей шарттарды қанағаттандыратын барлық ∞
1=}{ = kkaa  тізбектерінің жиыны  
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мұндағы { }∞

1=
*

kka  - Ф жүйесі бойынша f  функциясының { }∞
1=|| kka  Фурье коэффициенті 

тізбегінің өспейтін орын ауыстыруы [2], [4]-[5]. 
𝐴𝐴𝛿𝛿 ,𝐵𝐵𝛿𝛿 ,𝐶𝐶𝛿𝛿    функциялар классын анықтайық: 

𝐴𝐴𝛿𝛿 = �𝜔𝜔(𝑡𝑡): 𝜔𝜔(𝑡𝑡)𝑡𝑡−
1
2−𝛿𝛿 − өспелі функция

       𝜔𝜔(𝑡𝑡)𝑡𝑡−1+𝛿𝛿 − кемімелі функция
�, 

𝐵𝐵𝛿𝛿 = �
𝜔𝜔(𝑡𝑡): 𝜔𝜔(𝑡𝑡)𝑡𝑡−𝛿𝛿 − өспелі функция

       𝜔𝜔(𝑡𝑡)𝑡𝑡−(12−𝛿𝛿) − кемімелі функция
�, 

𝐶𝐶𝛿𝛿 = � 𝜔𝜔(𝑡𝑡): 𝜔𝜔(𝑡𝑡)𝑡𝑡−𝛿𝛿 − өспелі функция
       𝜔𝜔(𝑡𝑡)𝑡𝑡−1+𝛿𝛿 − кемімелі функция

�, 

Онда  A, B, C, кластары келесідей анықталады: 
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𝐴𝐴 = �𝐴𝐴𝛿𝛿
𝛿𝛿>0

,𝐵𝐵 = �𝐵𝐵𝛿𝛿
𝛿𝛿>0

,𝐶𝐶 = �𝐶𝐶𝛿𝛿
𝛿𝛿>0

. 

 

Теорема 1.  Айталық 0 < 𝑞𝑞 ≤ 𝑞𝑞1 < ∞ болсын. Егер 𝑞𝑞 ≤ 𝑞𝑞1 және  𝜔𝜔 − С   класынан болса, 
онда келесі кірістіру орындалады: 

Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔) ↪ Λ𝑞𝑞1(𝜔𝜔). 

Алдымен 𝑞𝑞 = +∞  жағдайын қарастырайық. 𝑓𝑓 функциясы Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔) кеңістігінен болсын. 
Нормасын қарастырамыз: 

‖𝑓𝑓‖Λ∞(𝜔𝜔) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝0<𝑡𝑡 𝑓𝑓∗(𝑡𝑡)𝜔𝜔(𝑡𝑡) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝0<𝑡𝑡 𝑓𝑓∗(𝑡𝑡)𝜔𝜔(𝑡𝑡)(𝑡𝑡)−𝛿𝛿(𝑡𝑡)𝛿𝛿. 

𝜔𝜔 − С класынан болғандықтан, 𝜔𝜔(𝑡𝑡)𝑡𝑡−𝛿𝛿 − өспелі функция болатын және 𝜔𝜔(𝑡𝑡)𝑡𝑡−1+𝛿𝛿 −
кемімелі функция болатын 𝛿𝛿 > 0 табылады.  сәйкесінше норманы келесідей бағалауға 
болады: 

‖𝑓𝑓‖Λ∞(𝜔𝜔) ≤ с1 �� �𝑓𝑓∗(𝑥𝑥)𝜔𝜔(𝑥𝑥)�
𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑡𝑡

0
�

1
𝑞𝑞

= 𝑐𝑐1‖𝑓𝑓‖Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔). 

Енді 𝑞𝑞 < 𝑞𝑞1 < +∞ жағдайын көрсетейік. 𝑓𝑓функциясы Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔) кеңістігінен болсын. Кез 
келген 𝑡𝑡 > 0 үшін қарастырамыз: 
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𝑥𝑥
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0
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≤ 

≤ 𝑐𝑐2‖𝑓𝑓‖Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔)

1− 𝑞𝑞
𝑞𝑞1 ∙ �� �𝑓𝑓∗(𝑥𝑥)𝜔𝜔(𝑥𝑥)�

𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑡𝑡
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𝑞𝑞1
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≤ 𝑐𝑐2‖𝑓𝑓‖Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔)

1− 𝑞𝑞
𝑞𝑞1 ∙ �� �𝑓𝑓∗(𝑥𝑥)𝜔𝜔(𝑥𝑥)�

𝑞𝑞 𝑑𝑑𝑥𝑥
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0
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= 𝑐𝑐2‖𝑓𝑓‖Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔)

1− 𝑞𝑞
𝑞𝑞1 ‖𝑓𝑓‖Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔)

𝑞𝑞
𝑞𝑞1 = 𝑐𝑐1‖𝑓𝑓‖Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔). 

Жинақтылықтың критерийі бойынша барлық бөлік интегралдар шенелген, сәйкесінше 

�� �𝑓𝑓∗(𝑥𝑥)𝜔𝜔(𝑥𝑥)�
𝑞𝑞1 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥

+∞

0
�

1
𝑞𝑞1

< ∞. 

және ‖𝑓𝑓‖Λ𝑞𝑞1(𝜔𝜔) ≤ 𝑐𝑐1‖𝑓𝑓‖Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔), яғни Λ𝑞𝑞(𝜔𝜔) ↪ Λ𝑞𝑞1(𝜔𝜔). 

Айталық  ∞≤=≤ ),(1 21 qqq  және 0))(),(()( 21 ≥= ttt ωωω , 0),( 21 >= ttt  болсын.  
)(ωqΛ  жалпыланған Лоренц кеңістігі – бұл ),0[),0[ +∞×∞+  облысында анықталған 
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барлық ( )21 , ttf  өлшемді функциялардың келесідей шарттарды қанағаттандыратын 
жиыны: егер ,<<0 ∞q  онда  
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мұндағы ),( 21
* ttf  –  ),( 21 ttf функциясының өспейтін орын ауыстыруы. 

 
Теорема 2.  Егер  1qq ≤  және )(tω  функциясы С  класынан болса, онда келесі 

енгізу орындалады: 
).()(

1
ωω qq Λ⊂Λ  

Жалпыланған Лоренц кеңістіктерінің бір өлшемді жағдай [2], [4], [5] 
жұмыстарында тереңірек зерттеліп қарастырылады. [3] жұмыста бір өлшемді 
жалпыланған Лоренц кеңістіктерінің Фурье қатарлары теориясындағы қолданыстары 
зерттелген. 
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Let, ,, R∈γµ 0>α  
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