
        Дәлелдеуі: (теорема 1) және (теорема 2) бойынша 𝜋𝜋
𝑁𝑁(5)−1
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(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) тең болады. 

𝜋𝜋 ≡ 1(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) немесе 𝜋𝜋 = 1 болса, онда куб қалынды болатыны анық. 

𝜋𝜋 ≡ 2(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) немесе 𝜋𝜋 = 2 және 𝑁𝑁(5) = 25  болса, онда 𝜋𝜋
𝑁𝑁(5)−1

3 ≡ 28 ≡ 1(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5), 

𝜋𝜋 ≡ 3(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) немесе 𝜋𝜋 = 3 болса, онда 38 ≡ 1(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5), 

𝜋𝜋 ≡ 1 + 2𝜔𝜔(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) немесе 𝜋𝜋 = 1 + 2𝜔𝜔 болса, онда (1 + 2𝜔𝜔)8 ≡ (−3)4 ≡ 1(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5), 

𝜋𝜋 ≡ 2 + 4𝜔𝜔(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) немесе 𝜋𝜋 = 2 + 4𝜔𝜔 = 2(1 + 2𝜔𝜔) болса, онда 28 ∙ (1 + 2𝜔𝜔)8 ≡
1(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5), 

𝜋𝜋 ≡ 3 + 𝜔𝜔(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) немесе 𝜋𝜋 = 3 + 𝜔𝜔 болса, онда (3 + 𝜔𝜔)8 ≡ 34 ≡ 1(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5), 

𝜋𝜋 ≡ 4 + 3𝜔𝜔(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) немесе 𝜋𝜋 = 4 + 3𝜔𝜔 болса, онда (4 + 3𝜔𝜔)8 ≡ (−3)4 ≡ 1(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5), 

осыдан (теорема 2) бойынша 𝜋𝜋 саны куб қалынды болатыны көрсетілді.   
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Научный руководитель – Рахимжанова С.К. 
 
Целью исследования является изучение принципа сжимающих отображений в 

метрических пространствах, доказательство теоремы Банаха о принципе сжимающих 
отображений и демонстрация его применения для решения уравнений типа Фредгольма и 
Вольтерра. 

Пусть задано отображение 𝐴𝐴:𝑋𝑋 → 𝑋𝑋, где 𝑋𝑋 – произвольное метрическое 
пространство. 

Определение 1. Отображение 𝐴𝐴 называется сжатием, если  
∃0 < 𝑞𝑞 < 1: ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝑥𝑥,𝐴𝐴𝑦𝑦) ≤ 𝑞𝑞𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥,𝑦𝑦)       (1) 
Определение 2. Точка 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 называется неподвижной точкой отображения 𝐴𝐴, если 

𝑥𝑥 есть решение уравнения 𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑥𝑥. 
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Важным свойством сжимающих отображений является их непрерывность. 
Теорема 1. [1[ Пусть X – произвольное метрическое пространство, на котором 

задано сжимающее отображение A: 𝑋𝑋 → 𝑋𝑋. Тогда A – непрерывно. 
Теорема 2. [1], [2] Всякое сжимающее отображение, определенное в полном 

метрическом пространстве, имеет только одну неподвижную точку.  
Доказательство:  
Пусть 𝑥𝑥0 − произвольная точки в полном метрическом пространстве 𝑋𝑋.  
Положим 

𝐴𝐴𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥1 
𝐴𝐴𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 

… 
𝐴𝐴𝑥𝑥𝑛𝑛−1 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 

Покажем, что последовательность {𝑥𝑥𝑛𝑛}𝑛𝑛=1∞  ∈ 𝑋𝑋 – фундаментальная. Для 
определенности будем считать 𝑚𝑚 < 𝑛𝑛. 

𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑛𝑛) =  𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝑥𝑥𝑚𝑚,𝐴𝐴𝑥𝑥𝑛𝑛)  ≤ 𝑞𝑞𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥𝑚𝑚−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1) =  𝑞𝑞𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝑥𝑥𝑚𝑚−2,𝐴𝐴𝑥𝑥𝑛𝑛−2) = ⋯  
≤  𝑞𝑞𝑚𝑚𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝑥𝑥0,𝐴𝐴𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚)  

Воспользуемся неравенством треугольника: 
𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ≤  𝑞𝑞𝑚𝑚(𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1) +  𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) + … + 

𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚))  ≤  𝑞𝑞𝑚𝑚 (𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1) +  𝑞𝑞𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1) + 𝑞𝑞2𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1) + … + 
𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑚𝑚−1𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1)) =  𝑞𝑞𝑚𝑚 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥0,𝑥𝑥1)(1 + 𝑞𝑞 +   𝑞𝑞2 + ⋯+ 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑚𝑚−1) <  𝑞𝑞𝑚𝑚 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥0,𝑥𝑥1) 1

1−𝑞𝑞
  

Так как 𝑞𝑞 < 1, то при достаточно большом n эта величина сколь угодно мала. В 
силу полноты 𝐴𝐴 последовательность {𝑥𝑥𝑛𝑛}𝑛𝑛=1∞ , будучи фундаментальной, имеет предел. 

Положим 𝑥𝑥 =  lim𝑛𝑛→∞ 𝑥𝑥𝑛𝑛. Покажем, что 𝑥𝑥 – неподвижная точка.  
𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝐴𝐴 lim

𝑛𝑛→∞
𝑥𝑥𝑛𝑛 = lim

𝑛𝑛→∞
𝐴𝐴𝑥𝑥𝑛𝑛 =  lim

𝑛𝑛→∞
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥 

Итак, существование неподвижной точки доказано. Докажем ее единственность. 
Если 𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑥𝑥,𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑦𝑦, то (1) имеет вид:  

0 <  𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥,𝑦𝑦) <  𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝑥𝑥,𝐴𝐴𝑦𝑦)  ≤ 𝑞𝑞𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 
Так как 𝑞𝑞 < 1, то отсюда следует, что 

𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0, то есть 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 
Теорема доказана.  
Отметим, что доказательство теоремы представляет собой по сути вычислительный 

алгоритм, поэтому выявление в какой-либо задаче сжимающего отображения является 
важнейшим шагом к нахождению решения. 

 
Интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода. 

Используем принцип сжимающих отображений для доказательства существования 
и единственности решения неоднородного линейного интегрального уравнения 
Фредгольма 2-го рода [3] 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) =  𝜆𝜆 ∫ 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝜑𝜑(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑏𝑏
𝑎𝑎           (1) 

Предполагаем, что ядро 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) непрерывно на [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] × [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Функция 
𝑓𝑓(𝑡𝑡) непрерывна на [𝑎𝑎, 𝑏𝑏].  

Решение 𝜑𝜑0(𝑡𝑡) уравнения (1) ищем в классе 𝐶𝐶[𝑎𝑎. 𝑏𝑏] функций.   
Покажем, что при достаточно малом по абсолютной величие 𝜆𝜆 - параметре, 

называемом характеристическим числом - уравнение имеет единственное решение.  
Оператор  

𝐴𝐴𝜑𝜑 ≡  𝜆𝜆 ∫ 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝜑𝜑(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑏𝑏
𝑎𝑎                                (2) 

переводит любую функцию 𝜑𝜑(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] в функцию 𝜑𝜑(𝑡𝑡)�, определенную на том же 
промежутке [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Таким образом, нахождение решения 𝜑𝜑0(𝑡𝑡) уравнения (1) сводится к 
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существованию неподвижной точки оператора 𝐴𝐴𝜑𝜑 -функции 𝜑𝜑0(𝑡𝑡), удовлетворяющей 
равенству 𝜑𝜑0 = 𝐴𝐴𝜑𝜑0. 

Докажем, что оператор 𝐴𝐴, определенный формулой (2), действует из полного 
пространства 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] в пространство 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏], т. е. если 𝑔𝑔(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝜑𝜑(𝑡𝑡), где 𝜑𝜑(𝑡𝑡)  ∈
𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏], то и 𝑔𝑔(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏].   

Пусть t – произвольная точка сегмента [a, b], ∆𝑡𝑡 − также произвольное, т. ч. 𝑡𝑡 +
∆𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

Рассмотрим 
|𝑔𝑔(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) − 𝑔𝑔(𝑡𝑡)| = �𝜆𝜆 ∫ 𝐾𝐾(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝜑𝜑(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠 + 𝑓𝑓(𝑡𝑡 +  ∆𝑡𝑡) − 𝑏𝑏

𝑎𝑎  𝜆𝜆 ∫ 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝜑𝜑(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑏𝑏
𝑎𝑎 −

𝑓𝑓(𝑡𝑡)� ≤ |𝜆𝜆|∫ |𝐾𝐾(𝑡𝑡 +  ∆𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)||𝜑𝜑(𝑠𝑠)|𝑑𝑑𝑠𝑠 + |𝑓𝑓(𝑡𝑡 +  ∆𝑡𝑡) 𝑏𝑏
𝑎𝑎 − 𝑓𝑓(𝑡𝑡)|.                                                          

(3) 
Возьмем произвольное 𝜀𝜀 > 0. По условию 𝑓𝑓(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏],и  поэтому ∃𝛿𝛿1 >

0 такое, что                           
|𝑓𝑓(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) −  𝑓𝑓(𝑡𝑡)| <

𝜀𝜀
2

 ∀∆𝑡𝑡: |∆𝑡𝑡| < 𝛿𝛿1  #(4)  
 Обозначим Ф =  max𝑎𝑎≤𝑡𝑡≤𝑏𝑏 |𝜑𝜑(𝑡𝑡)|.  
Так как ядро 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) непрерывно на замкнутом множестве [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] × [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], то по 

теореме Кантора, оно равномерно непрерывно, т.е. ∆𝑡𝑡 < 𝛿𝛿2 и ∀𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  
∀𝜀𝜀 > 0 ∃𝛿𝛿2 > 0: |𝐾𝐾(𝑡𝑡 +  ∆𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)| <

𝜀𝜀
2Ф(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)|𝜆𝜆| #(5)  

 
Возьмем 𝛿𝛿 = min{𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2} .Тогда при ∀∆𝑡𝑡 таких, что |∆𝑡𝑡| < 𝛿𝛿, будут одновременно 

выполнятся неравенства (4) и (5) и в силу (3) получим, что        
|𝑔𝑔(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) − 𝑔𝑔(𝑡𝑡)| < 𝜀𝜀  ∀∆𝑡𝑡: |∆𝑡𝑡| < 𝛿𝛿, 

что и доказывает непрерывность функции 𝑔𝑔(𝑡𝑡) в любой точке 𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏].  
Таким образом, 𝐴𝐴:𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 
Покажем, что оператор 𝐴𝐴 − сжимающий.  
 
𝜌𝜌(𝐴𝐴𝜑𝜑1,𝐴𝐴𝜑𝜑2) =

 max𝑎𝑎≤𝑡𝑡≤𝑏𝑏|𝐴𝐴𝜑𝜑1 −  𝐴𝐴𝜑𝜑2| =
max
𝑎𝑎≤𝑡𝑡≤𝑏𝑏

|𝜆𝜆 ∫ 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝜑𝜑1(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠𝑏𝑏
𝑎𝑎 −  𝜆𝜆 ∫ 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝜑𝜑2(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠| =𝑏𝑏

𝑎𝑎  max
𝑎𝑎≤𝑡𝑡≤𝑏𝑏

|𝜆𝜆 ∫ 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)(𝜑𝜑1(𝑠𝑠) − 𝜑𝜑2(𝑠𝑠))𝑑𝑑𝑠𝑠𝑏𝑏
𝑎𝑎 | ≤

|𝜆𝜆|𝐺𝐺(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) max𝑎𝑎≤𝑡𝑡≤𝑏𝑏|𝜑𝜑1(𝑠𝑠) −  𝜑𝜑2(𝑠𝑠)|  
Так как max𝑎𝑎≤𝑡𝑡≤𝑏𝑏|𝜑𝜑1(𝑠𝑠) −  𝜑𝜑2(𝑠𝑠)| =  𝜌𝜌(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2), перепишем последнее неравенство в 

виде: 
𝜌𝜌(𝐴𝐴𝜑𝜑1,𝐴𝐴𝜑𝜑2) ≤  |𝜆𝜆|𝐺𝐺(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝜌𝜌(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2). 

Откуда при |𝜆𝜆| < 1
𝐺𝐺(𝑏𝑏−𝑎𝑎)

 оператор 𝐴𝐴 будет сжимающим.  
По принципу сжимающих отображений для всякого 𝜆𝜆 такого, что  
|𝜆𝜆| < 1

𝐺𝐺(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
 уравнение Фредгольма с непрерывным ядром 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) и непрерывным 

свободным членом 𝜑𝜑(𝑡𝑡) имеет единственное решение 
𝜑𝜑0(𝑡𝑡), определенное в классе непрерывных на [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] функций.                                                                                                                       

 

Интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода 

Пусть даны 𝑋𝑋 и 𝑌𝑌 – метрические пространства. Оператор 𝐴𝐴:𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 называется 
непрерывным в точке 𝑥𝑥0 𝐶𝐶 𝐷𝐷 ∈ 𝑋𝑋, если  

∀𝜀𝜀 > 0 ∃𝛿𝛿 > 0: ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑥𝑥0) < 𝛿𝛿 
 𝜌𝜌𝑌𝑌(𝐴𝐴𝑥𝑥,𝐴𝐴𝑥𝑥0) < 𝜀𝜀 

Оператор 𝐴𝐴 называется непрерывным, если он непрерывен в каждой точке своей 
области определения.  
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Уравнение Вольтерра имеет вид: 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) =  𝜆𝜆� 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝜑𝜑(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑡𝑡

𝑎𝑎
 #(6)  

 
Ядро 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) непрерывно на замкнутом множестве 𝐺𝐺 = {(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)| 𝑎𝑎 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑏𝑏,𝑎𝑎 ≤ 𝑠𝑠 ≤

𝑡𝑡}, 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 𝐶𝐶 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 
Уравнение (6) можно рассматривать как частный случай уравнения Фредгольма, 

наложив на ядро условие 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 0 при 𝑠𝑠 > 𝑡𝑡 
Теорема. [3] Пусть 𝐴𝐴 – непрерывное отображение полного метрического 

пространства 𝑋𝑋 в себя, отображение 𝐴𝐴𝑛𝑛 при некотором 𝑛𝑛 является сжатым. Тогда 
уравнение 𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 имеет единственное решение. 

Доказательство. Нетрудно убедиться, что 𝐴𝐴:𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏].  
Возьмем произвольные функции 𝜑𝜑1(𝑡𝑡),𝜑𝜑2(𝑡𝑡) 𝐶𝐶 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏].   
Рассмотрим  

|𝐴𝐴𝜑𝜑1(𝑡𝑡) − 𝐴𝐴𝜑𝜑2(𝑡𝑡)| = |𝜆𝜆� 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)[𝜑𝜑1(𝑡𝑡) − 𝜑𝜑2(𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑠𝑠| 
𝑡𝑡

𝑎𝑎
≤ |𝜆𝜆|𝐺𝐺(𝑡𝑡 − 𝑎𝑎) max

𝑎𝑎≤𝑡𝑡≤𝑏𝑏
|𝜑𝜑1(𝑡𝑡) − 𝜑𝜑2(𝑡𝑡)| , где 

𝐺𝐺 =  max
(𝑡𝑡,𝑠𝑠)∈∆

|𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)| 
 
Из последней оценки получаем ∀𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 
 

|𝐴𝐴𝜑𝜑1(𝑡𝑡) − 𝐴𝐴𝜑𝜑2(𝑡𝑡)| ≤ |𝜆𝜆|𝐺𝐺𝜌𝜌𝑋𝑋(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2) 
𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝜑𝜑1,𝐴𝐴𝜑𝜑2) ≤ |𝜆𝜆|𝐺𝐺𝜌𝜌𝑋𝑋(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2)#(7)  

Покажем непрерывность оператора 𝐴𝐴. Возьмем произвольный 𝜀𝜀 > 0, тогда при 
𝛿𝛿 =  𝜀𝜀

|𝜆𝜆|𝐺𝐺(𝑏𝑏−𝑎𝑎)
 из условия  

 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2) < 𝛿𝛿  
имеем  

 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝜑𝜑1,𝐴𝐴𝜑𝜑2) < 𝜀𝜀 
Используем оценку (7): 

|𝐴𝐴2𝜑𝜑2(𝑥𝑥) − 𝐴𝐴2𝜑𝜑1(𝑥𝑥)| = |𝜆𝜆� 𝐾𝐾(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)[𝐴𝐴𝜑𝜑1(𝑡𝑡) − 𝐴𝐴𝜑𝜑2(𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑠𝑠| 
𝑡𝑡

𝑎𝑎
≤ |𝜆𝜆|2

𝐺𝐺2(𝑡𝑡 − 𝑎𝑎)2

2!
 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2) 

|𝐴𝐴𝑛𝑛𝜑𝜑2(𝑥𝑥) − 𝐴𝐴𝑛𝑛𝜑𝜑1(𝑥𝑥)| ≤ |𝜆𝜆|𝑛𝑛
𝐺𝐺𝑛𝑛(𝑡𝑡 − 𝑎𝑎)𝑛𝑛

𝑛𝑛!
 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2) ≤ |𝜆𝜆|𝑛𝑛

𝐺𝐺𝑛𝑛(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑛𝑛

𝑛𝑛!
 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2)#(8)  

 
Неравенство (8) выполняется для всех t, значит 
 

𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝑛𝑛𝜑𝜑1,𝐴𝐴𝑛𝑛𝜑𝜑2) ≤ |𝜆𝜆|𝑛𝑛
𝐺𝐺𝑛𝑛(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑛𝑛

𝑛𝑛!
 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2) 

 
Из оценки   |𝜆𝜆|𝑛𝑛 𝐺𝐺𝑛𝑛(𝑏𝑏−𝑎𝑎)𝑛𝑛

𝑛𝑛!
 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝜑𝜑1,𝜑𝜑2) < 1 понятно, что число n можно выбрать 

достаточно большим при любом  𝜆𝜆.  Отсюда следует, что оператор 𝐴𝐴𝑛𝑛  будет являться 
сжатием при достаточно большом n.  

Таким образом, в силу теоремы о принципе сжимающих отображений, оператор 𝐴𝐴   
имеет единственную неподвижную точку, что означает, что уравнение Вольтерра 2-ого 
рода имеет единственное решение при любом 𝜆𝜆. 
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Анықтама 1 

1 2 3
1

... ...n n
n

a a a a a
∞

=

+ + + + + = ∑                                                          (1) 

түріндегі өрнекті сандық қатар деп атаймыз.  

Мұндағы .na R∈   

Анықтама 2  1 2 3, , ,..., ,...na a a a  тізбегінің мүшелері қатарың мүшелері деп аталып, 

ал na -сандық қатардың жалпы мүшесі деп аталады.  

Анықтама 3  

1 1

2 1 2

3 1 2 3

1 2 3

,
,

...
... ,

...
n n

S a
S a a
S a a a

S a a a a

=
= +
= + +

= + + + +

 

қосындылары  дербес қосындылар ал, nS -(1) сандық қатарының n -ші дербес қосындысы 
деп аталады.  
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